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Resumen Ejecutivo

Una destreza fundamental en el estudio de las funciones elementales que se exige en
bachillerato, es 1a de ser capaz de graficarlas. El pénsum de estudios de bachillerato incluye
una introduccién al calculo: teoria de limites, derivada de una funcién en un punto, funcién
derivada, el concepto de continuidad, aplicaciones de las derivadas sucesivas en el estudio
de las variaciones de una funcién, maximos y minimos, y aplicaciones de la derivada en la
optimizacion de funciones, con especial atencion a las ciencias fisicas y a la economia.

En el libro electrénico, que es el producto final de este trabajo de desarrollo que aqui
se describe, se pretende, mediante el uso adecuado de las TIC, mejorar el grado de com-
prensién que el estudiante de bachillerato adquiere del concepto de funcidn, su capaci-
dad de analisis de las funciones elementales algebraicas y trascendentes, y la elaboracion
e interpretacion de las graficas de las mismas, gracias, precisamente, al dinamismo de las
imagenes que resultan y su interaccién con ellas.

El estudiante suele encontrarse con la exigencia de tener que entender y describir
fenémenos cambiantes mediante modelos matematicos -las funciones reales de variable
real, correspondientes a su nivel bachillerato- que se representan con graficas estaticas.
Este trabajo se propone, mediante el uso adecuado de las Tecnologias de la Informacion,
dar movimiento a las graficas que representan funciones, mejorar el grado de comprensién
que el estudiante de bachillerato adquiere de las mismas y su capacidad para analizarlas
e interpretarlas. Las TIC pueden ayudarnos didacticamente a mejorar nuestra representa-

cion de la realidad y nuestra comprension de los cambios que estudiamos.
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Resumen

El presente trabajo de investigacion y desarrollo, titulado Desarrollo de Graficas Ani-
madas y Animaciones Interactivas para el Estudio de Funciones Matematicas Elementales,
tiene como objetivo demostrar que el uso adecuado de las Tecnologias de la Informacion y
la Comunicacién mejora, de forma significativa, la didactiva y el aprendizaje de varios con-
ceptos fundamentales que corresponden al programa de bachillerato en la asignatura de
matematica: el limite de una funcién en un punto, las graficas de las funciones algebraicas
y trascendentes, el calculo y el significado de sus asintotas y el concepto de derivada. El lo-
gro de dicho objetivo se consigue mediante la elaboracién, como producto final, de un libro
electrénico, con el mismo titulo, en el que se explican los conceptos mencionados con grafi-
cas animadas, y se ponen a disposicion del lector, docente o estudiante, numerosos enlaces
para interactuar con ellas. El método seguido en este trabajo —-Analisis, Diseflo, Desarrollo,
Implementacién y Evaluacion, con ligeras variantes- permite afirmar, en primer lugar, que
el uso que comunmente se hace de las TIC en la did4ctica de la matematica es muy limitado.
Se disefia a continuacién una secuencia légica de los contenidos que se exponen. Seguida-
mente se desarrollan, segiin esa secuencia, las animaciones correspondientes, en 28 videos
—-que en conjunto tienen una duracion superior a las siete horas, todos ellos elaborados por
el autor de este trabajo- y otras tantas interacciones animadas. Finalmente, se implementa
el uso del libro electrénico elaborado, mediante la colaboracién de 19 docentes expertos
consultados, quienes hacen una valoraciéon del mismo y predicen los resultados de su apli-
cacion en las clases de matematica y en la preparaciéon de las mismas: el uso frecuente del
producto final de este trabajo de investigacién y desarrollo resultara bastante ttil o muy
util, 73,68%y 26,31%, respectivamente, como herramienta didactica y para el aprendizaje.

Palabras clave: asintota, derivada, funcién, limite.
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Abstract

This research and development work entitled “Development of Animated Graphics
and Interactive Animations for an Elementary Mathematical Functions Study” aims to de-
monstrate that the adequate use of Information and Communication Technologies impro-
ves significantly the teaching and learning process of several fundamental concepts such
as : the idea of a limit of a function, the graphical representation of an algebraic or trans-
cendental function, the calculation and the meaning of its asymptotes and the concept of
a derivative; which correspond to the subject of mathematics’ curriculum of the Bacca-
laureate program. The achievement of this objective is measured by the creation of an
e-book as a final product, in which the aforementioned concepts are explained with ani-
mated graphics and are available to the reader, teacher or student with several interacti-
ve links. The Analysis, Design, Development, Implementation and Evaluation methodology
was used with slightly variants that primarily affirm in the first place that the use of ICT’s
in math’s teaching and its explanation about the concepts that are under study are limited.
After that, a logical sequence of the aforementioned contents is explained to then, deve-
lop the animations according to the defined sequence in 28 videos, which together have a
duration of more than seven hours and have been developed by the author among other
animated interactions. Finally, the developed e-book was applied with the support of 19
experts that were consulted, who have evaluated and predict the outcomes of its applica-
tion in math’s class and preparation. If the final product of this research and development
project is frequently used, it will be very useful or useful, 73,68% y 26,31%, respectively,
as a didactic and learning tool.

Key words: asymptote, derivative, function, limit.
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Capitulo 1

Introduccion

Una destreza fundamental en el estudio de las funciones elementales que se exige en
bachillerato es la de ser capaz de graficarlas. El pénsum de estudios de bachillerato incluye
una introduccién al calculo: teoria de limites, derivada de una funcién en un punto, funcién
derivada, el concepto de continuidad, aplicaciones de las derivadas sucesivas en el estudio
de la variaciones de una funcién, maximos y minimos, y aplicaciones de la derivada en la
optimizacién de funciones, con especial atencion a las ciencias fisicas y a la economia.

Dicho pénsum incluye también el estudio de las graficas correspondientes. Pero el
resultado de dicho estudio suele ser un “dibujo o grafico” estaticos sobre un sistema de
coordenadas cartesianas rectangulares. La riqueza conceptual de las funciones queda asi
reducida a una imagen, a un dibujo o a un grafico sin movimiento que pretende explicar
una realidad que cambia. Aparece, pues, un problema didactico: se quiere explicar el cam-
bio con un simbolo grafico que no cambia; el movimiento, con algo inmévil.

Es posible, sin embargo, gracias al uso de las Nuevas Tecnologias de la Informacién y
de la Comunicacidn, estudiar las funciones elementales de una manera diferente: se pue-
den construir graficas animadas e interactivas de las mismas. En el libro electrénico se
pretende, mediante el uso adecuado de las TIC, mejorar el grado de comprensién que el es-
tudiante de bachillerato adquiere del concepto de funcién, su capacidad de andlisis de las
funciones elementales algebraicas y trascendentes, y 1a elaboracién e interpretacién de las
graficas de las mismas, gracias, precisamente, al dinamismo de las imagenes que resultan
y su interaccion con ellas.

Uno de los elementos fundamentales del curriculo de matemaéticas para el tercer afio
de Bachillerato General Unificado, segin los estdndares actuales del Ministerio de Educa-
cién, es el estudio y analisis de funciones elementales. Este estudio exige una larga intro-
duccién a los conceptos fundamentales del calculo diferencial: el limite de una funcién en
un punto y el concepto de derivada en un punto y funcién derivada. Dichos conceptos se
suelen explicar mediante graficas estaticas, especialmente el de asintota o cuando se expli-
ca la tan conocida y socorrida interpretaciéon geométrica de la derivada.

Sin embargo, la inmovilidad de las graficas que se estudian o la quietud de las rectas
asintéticas o las rectas tangentes a la curva, que describen las variaciones de una funcion,
no facilitan las comprensién de los fendmenos fisicos o de otra naturaleza que la misma
funcion describe, ni los cambios que experimenta. La funcion, esencialmente, describe fe-

nomenos cambiantes, pero graficamente no hay nada que, aparentemente, cambie.



El estudiante tiene que entender y describir fendmenos cambiantes mediante mo-
delos matematicos -las funciones reales de variable real, correspondientes a su nivel de
bachillerato- que se representan con graficos fijos o estaticos. El cambio, de esta manera,
se representa con graficas inmdviles; las variaciones de la funcién o las fluctuaciones de
sus concavidades o convexidades, se representan como si no hubiera tales variaciones. Y
el estudiante tiene que recorrer un largo y penoso proceso imaginativo para otorgar movi-
miento a una figura que no lo tiene.

La consecuencia de todo esto es que la gran mayoria de los bachilleres llegan a la uni-
versidad sin haber entendido nunca la idea fundamental del calculo: las funciones, los li-
mites y las derivadas estudian y describen como cambia la realidad, y como se puede re-
presentar y calcular ese cambio. Este trabajo pretende, mediante el uso adecuado de las
Tecnologias de la Informacién, dar movimiento a las graficas que representan funciones,
mejorar el grado de comprension que el estudiante de bachillerato adquiere de las mismas
y su capacidad para analizarlas, graficarlas e interpretarlas.

Los libros de texto u obras de caracter cientifico que se utilizan en el aprendizaje de
las matematicas, las funciones, sus graficas y sus variaciones, por la propia naturaleza de
estos medios, no pueden ofrecer lo que buscamos: movimiento, animacién e interaccion.
Probablemente el software que mejor se presta para la realizacion de graficos animados,
en geometria y calculo, es Geogebra (contraccion de Geometria y Algebra). De hecho, fue
concebido como un software de geometria dindmica. Es un software interactivo y libre;
y eso hace de él la herramienta ideal para el trabajo de desarrollo que aqui se presenta:
graficos animados de las funciones elementales. El repositorio asociado a este software se
encuentra en http://www.tube.geogebra.org/, pero aunque contiene abundante material,
incluso de caracter dindmico, esta disperso y desestructurado, segin los aportes que de-
sinteresadamente ofrecen sus usuarios.

El usuario podria mejorar su aprendizaje, si todos estos aportes estuvieran organiza-
dos secuencial y sistematicamente. Geogebra permite y recomienda, precisamente por ser
una institucién sin fines de lucro, que todas las personas que construyen proyectos origi-
nales utilizando este software libre, pongan el resultado de sus trabajos en un “repositorio”
dispuesto en la web para el efecto, y faciliten el uso discrecional de esos trabajos a todos
quienes lo deseen, con la sola “obligacién”, como es comprensible, de mencionar el nombre

del autor del proyecto o trabajo.

1.1 Presentacién del trabajo.

Las Nuevas Tecnologias del Aprendizaje y el Conocimiento (TAC) —~que no son otra cosa
que las TIC aplicadas en los ambientes académicos- proporcionan ahora una herramienta
que antes no existia. No se trata de resolver un problema pedagégico ni metodoldgico, sino
de mejorar un aspecto de la didactica de las matematicas que corresponden al nivel del
bachillerato.

La escasa comprensién de la riqueza conceptual del término matematico de “funcién”,

y las dificultades didacticas que entrafian su explicacién y estudio, se detectan en los tres


http://www.tube.geogebra.org/

cursos de bachillerato, especialmente en 32 de Bachillerato General Unificado. La represen-
tacion y comprension de fendmenos reales en cambio permanente, sean éstos de naturale-
za fisica, bioldgica o social, mejorara notablemente si utilizamos graficas animadas con las
que el estudiante pueda interactuar.

Es muy dificil entender una realidad cambiante mediante una grafica inmévil. El con-
cepto matematico de “funcién” hace referencia a realidades en estado de cambio perma-
nente. Las TIC pueden ayudarnos didacticamente a mejorar nuestra representaciéon simbo-
lica de la realidad y nuestra comprension de los cambios que estudiamos. El contacto per-
manente de los jovenes estudiantes -y también de los profesores, aunque en menor escala-,
con las Nuevas Tecnologias, exige inevitablemente, en todas las areas de estudio, aun mas
si cabe en matematicas, la utilizaciéon de herramientas informaticas que mejoren el apren-
dizaje, gracias al dinamismo con que pueden ser representados los fendmenos fisicos, los

quimicos o las realidades sociales.

1.1.1 Descripcién del documento

El presente documento estd organizado en seis capitulos. En el primero de ellos se
presenta una breve introduccion, se explica el sentido y alcance del documento y se detalla
una descripcion del mismo.

El segundo capitulo describe el planteamiento de la propuesta de trabajo con la in-
formacion técnica basica, se describe el problema, se formulan las preguntas basicas, y se
enuncian la meta, los objetivos y la delimitacién funcional del producto final.

En el tercer capitulo se aborda el marco tedrico, es decir, los conceptos basicos que
se presentan en el "producto final”. Y seguidamente se presenta una referencia al "estado
del arte” que tiene que ver con el presente proyecto de investigaciéon y desarrollo. Todo
ello fundamenta la propuesta de trabajo.

El capitulo cuarto se dedica a explicar la metodologia utilizada en el desarrollo de
los recursos digitales que se han utilizado: Analisis, Disefo, Desarrollo, Implementaciéon y
Evaluacién.

En el quinto capitulo se presentan las opiniones de profesores expertos en la materia
que es objeto del proyecto de desarrollo, con el fin de predecir la validez del libro electré-
nico elaborado como "producto final” y el resultado de su utilizacion. Resulta imposible
establecer una comparacion, en un tiempo inferior a un afio lectivo, entre los resultados de
un grupo de estudiantes que podrian utilizar dicho "producto final” y otro grupo que no lo
usara.

Finalmente, en el sexto capitulo se establecen las principales conclusiones obtenidas
y las recomendaciones que se consideran oportunas como consecuencia.



Capitulo 2

Planteamiento de la propuesta de trabajo

2.1 Informacién técnica basica.

Tema: Desarrollo de Graficas Animadas y Animaciones Interactivas para el Estudio
de Funciones Matematicas Elementales.

Tipo de trabajo: Proyecto de Investigacién y Desarrollo.
Clasificacion técnica del trabajo: Desarrollo
Lineas de Investigacion: Innovacién y Desarrollo

Principal: Sistemas de Informacion o Nuevas Tecnologias de la Informaciéon y

Comunicacion y sus Aplicaciones.

2.2 Descripcion del problema

Uno de los elementos fundamentales del curriculo de matematicas para el tercer afio
de Bachillerato General Unificado, segin los estandares actuales del Ministerio de Edu-
cacion, es el estudio y andlisis de funciones elementales. Este estudio exige una larga in-
troduccion a los conceptos fundamentales del calculo diferencial: el limite de una funcién
en un punto y el concepto de derivada en un punto y funcién derivada. Dichos conceptos
se suelen explicar mediante graficas estaticas, especialmente cuando se ejemplifican con-
ceptos como el de asintota o cuando se explica la tan conocida y socorrida interpretacién
geomeétrica de la derivada.

Sin embargo, la inmovilidad de las graficas que se estudian o la quietud de las rectas
asintoéticas o las rectas tangentes a la curva, que describen las variaciones de una funcion,
no facilitan las comprensién de los fendmenos fisicos o de otra naturaleza que la misma
funcién describe, ni los cambios que experimenta. La funcién, esencialmente, describe fe-
némenos cambiantes, pero graficamente no hay nada que, aparentemente, cambie.

El estudiante tiene que entender y describir fenémenos cambiantes mediante mo-

delos matematicos -las funciones reales de variable real, correspondientes a su nivel de



bachillerato- que se representan con graficos estaticos. El cambio, de esta manera, se re-
presenta con graficas inmoviles; las variaciones de la funcién o las fluctuaciones de sus
concavidades o convexidades, se representan como si no hubiera tales variaciones. Y el
estudiante tiene que recorrer un largo y penoso proceso imaginativo para otorgar movi-
miento a una figura que no lo tiene. La consecuencia de todo esto es que la gran mayoria de
los bachilleres llegan ala Universidad -y a veces salen de ella-, sin haber entendido nunca la
idea fundamental del calculo: las funciones, los limites y las derivadas estudian y describen
cémo cambia la realidad, y como se puede representar y calcular ese cambio.

Este trabajo pretende, mediante el uso adecuado de las Tecnologias de la Informacidn,
dar movimiento a las graficas que representan las funciones, mejorar el grado de compren-
sion que el estudiante de bachillerato adquiere de las mismas y su capacidad para analizar-
las,graficarlas e interpretarlas.

2.3 Preguntas basicas

2.3.1 ;Cémo aparece el problema que se pretende solucionar?

Los libros de texto u obras de caracter cientifico que se utilizan en el aprendizaje de
las matematicas, las funciones, sus graficas y sus variaciones, por la propia naturaleza de
estos medios, no pueden ofrecer lo que buscamos: movimiento, animacién e interaccion.
Las Nuevas Tecnologias del Aprendizaje y el Conocimiento (TAC) - que no son otra cosa
que las TIC aplicadas en los ambientes académicos- proporcionan ahora una herramienta
que antes no existia. No se trata de resolver un problema pedagégico ni metodoldgico, sino
de mejorar un aspecto de la didactica de las matematicas que corresponden al nivel del
bachillerato.

La escasa comprension de la riqueza conceptual del término matematico de “funcién”
y las dificultades didacticas que entrafian su explicacién y estudio, se detectan en los tres
cursos de bachillerato, especialmente en 32 de Bachillerato General Unificado. La represen-
tacion de fenémenos reales en cambio permanente, sean éstos de naturaleza fisica, biologi-
ca o social, mejorara notablemente si utilizamos graficas animadas con las que el estudian-
te pueda interactuar. Es muy dificil entender una realidad cambiante mediante una grafica
inmévil. El concepto matematico de “funcion” hace referencia a realidades en estado de
cambio permanente. Las TIC pueden ayudarnos didacticamente a mejorar nuestra repre-
sentacion simbélica de la realidad y nuestra comprension de los cambios que estudiamos.

2.3.2 ;Por qué se origina?

El modelamiento matematico de muchos fendmenos que estudian las ciencias posi-
tivas o sociales, exige la destreza fundamental de elaborar funciones que los describan y
graficas que los representen. Las representaciones graficas son casi siempre, en el esta-
do actual de las herramientas didacticas que se usan, esquemas privados de movimiento.
Cuando la realidad fisica que se modela matemdaticamente cambia con el tiempo, resulta

especialmente conveniente animar las graficas que se usan.



El contacto permanente de los jévenes estudiantes -y también de los profesores, aun-
que en menor escala-, con las Nuevas Tecnologias, exige, inevitablemente, en todas las areas
de estudio, aun mas si cabe en matematicas, la utilizaciéon de herramientas informaticas
que mejoren el aprendizaje, gracias al dinamismo con que pueden ser representados los
fendmenosfisicos,quimicos o las realidades sociales.

2.4 Formulacién de la meta

Obtener graficas animadas e interactivas de las funciones matematicas elementales, a

partir de convenientes aplicaciones de software.

2.5 Objetivos

2.5.1 Objetivo general

Desarrollar graficas animadas e interactivas para el estudio de las funciones matema-

ticas elementales.

2.5.2 Objetivos especificos

1. Describir la didactica, las estrategias y 1a metodologia que se utilizan en el estudio y
desarrollo del curriculo de matematicas que corresponde a 22 y 32 del B.G.U,, espe-

cialmente en las funciones elementales y sus graficas.

2. Seleccionar el software necesario para construir graficas animadas e interactivas, y
aplicarlas en la ensefianza de las matematicas.

3. Elaborar un libro electrénico, con acceso en linea, que contenga y desarrolle las gra-

ficas animadas e interactivas de las funciones matematicas elementales.

4. Establecerlavalidez del producto final, el libro electrénico, mediante la participacion
de docentes especialistas en el d&rea de matematicas del Bachillerato General Unifica-
do.

2.6 Delimitacién funcional

2.6.1 Pregunta 1

;Qué sera capaz de hacer el producto final del trabajo de titulacién?

El producto final del trabajo de titulacion consiste en un libro electrénico que presen-
ta un estudio clasico del concepto de funcién y desarrolla las funciones elementales que
corresponden al nivel de Bachillerato. Lo que se pretende con este trabajo de desarrollo de
estos temas del curriculo no es, desde el punto de vista conceptual, nada nuevo. El trabajo
se propone presentar los mismos contenidos de siempre, pero dando especial importancia
a los graficos animados e interactivos.



El libro electrénico contendrd numerosos enlaces y referencias didacticas a tres luga-
res principales:

e http://www.tube.geogebra.org/, en donde el estudiante podra interactuar libremen-
te con graficos de funciones, en formato HTML, y estudiar en ellos lo que de forma
analitica se le presenta en el documento o libro electroénico.

e http://www.youtube.com/ : habra un canal exclusivo con videos que expliquen cémo

interactuar con lo graficos animados que se presentan.
¢ Acceso a un abundante material bibliografico dispuesto en la “nube”:

https://drive.google.com/drive/folders/0B52aib1]BJQKWE1ieGIHNm1Rd2M?usp=sharing.

En él encontraran los estudiantes de bachillerato la ayuda necesaria para el estudio de
tan importantes contenidos del curriculo de matematicas que corresponden a su nivel de
formacion; podran libremente copiar y multiplicar los contenidos del mismo y reelaborar
los graficos que mas interés tengan para ellos.

El aporte original de este trabajo de desarrollo es elemental pero, al mismo tiempo,
importante: se presentaran algunos contenidos del pénsum de estudio de bachillerato, pero
de una forma dindmica e interactiva. Los objetos matematicos a estudiar son los mismos:
las graficas de las funciones elementales; la propuesta didactica, sin embargo, pretende ser

novedosa:movimiento e interaccion.

2.6.2 Pregunta 2

¢Qué no sera capaz de hacer el producto final del trabajo de titulacién?

No puede ni debe reemplazar a los necesarios libros de texto que normalmente utili-
zan los estudiantes y las guias didacticas de los maestros. Solamente quiere ser una ayuda,
un complemento en las explicaciones, muchas veces largas y tediosas, que los contenidos
de bachillerato exigen de parte del maestro. Tampoco pretende ni debe ser utilizado co-
mo un instrumento de evaluacidn ni de asignacion de calificaciones de los estudiantes. La
lectura del mismo, sin embargo, y especialmente el seguimiento atento de los videos que
se presentan, y la interaccion y andlisis de las graficas interactivas a las que el lector pue-
de acceder, seguramente contribuiran a un mayor y mejor entendimiento de los conceptos
fundamentales de las matematicas de bachillerato.


http://www.tube.geogebra.org/
http://www.youtube.com/
https://drive.google.com/drive/folders/0B52aib1JBJQKWE1ieGlHNm1Rd2M?usp=sharing

Capitulo 3

Marco Tedrico

3.1 Metodologia que proponen actualmente los libros de texto aproba por
el Ministerio de Educacién

Segun la propuesta de los actuales libros de texto de matematicas del Bachillerato Ge-
neral Unificado, desde segundo curso, que es en realidad la propuesta del Ministerio de
Educacion, se deben estudiar las funciones y sus graficas sin una sélida base tedrica. El do-
cente tiene que explicar como se calculan el domino y el recorrido de una funcion, los ceros,
las ramas y las asintotas correspondientes, especialmente las verticales y horizontales. Y el
estudiante, consecuentemente, tendria que adquirir las destrezas para esos calculos y las
graficas resultantes.

Sencillamente eso no es posible: no se puede calcular una asintota o una rama asin-
totica con una tabla de valores de las variables por muy extensa y detallada que ésta sea.
Son imprescindibles, antes de entrar en ese estudio, algunos conceptos sin los cuales el es-
tudiante terminaria por no entender nada, sino un conjunto de «trucos» o artificios que no
se sabe bien cdmo se justifican. ;Co6mo se puede saber, por ejemplo si una funcién tiene o
no una rama asintotica y una asintota sin tener una idea, aunque solamente sea intuitiva-
mente, del concepto de limite, o sin la idea de aproximacion de la variable dependiente -en
realidad se suele identificar con el valor de la funcién- a un determinado valor, segtn el
entorno en el que se mueva la variable independiente? ;Como se pueden calcular las asin-
totas horizontales, si no se es capaz de establecer el comportamiento de la funcién cuando
x tiende al infinito positivo o negativo?

Y esos conceptos imprescindibles, antes de «atreverse» a graficar o a «adivinar» la
grafica de una funcién son fundamentales: el concepto mismo de funcion, el concepto de
entorno o intervalo, la idea de asintota, qué es una rama asintdtica y, de una manera espe-
cial, el concepto de limite.

La estrategia que se propone es que se realicen muchos ejercicios, muchas graficas,
pero sin fundamentos tedricos que los justifiquen. Sin el concepto de limite, nada de eso
tiene ningln sentido, sencillamente se juega a las «adivinanzas».

Los libros, ademas, cuando se estudian las traslaciones verticales u horizontales, y
cuando presentan los resultados de las graficas que se estudian, no pueden «fisicamente»
mas que hacerlo de forma estatica. Sin embargo, la naturaleza de estos entes matematicos

que llamamos funciones es precisamente lo contrario: describen fendmenos cambiantes en



el espacio y en el tiempo; y exigen, por lo tanto, una representaciéon dinamica que permita

interpretar sus cambios y comportamientos.

3.2 La metodologia necesaria

Lo que se pretende en el «producto final» de este trabajo de investigacion y desarro-
llo, y en este informe sobre el mismo, consiste en establecer una secuencia mas légica de
los contenidos necesarios para el estudio de la funciones y sus graficas, los conceptos im-
prescindibles para ello y, finalmente, otorgar animacién y movimiento a las graficas de las
funciones que se estudian: primero los conceptos fundamentales y después la aplicacion
de los mismos, realizada por cierto, de forma dindmica.

Los conceptos que a continuacion se explican en este marco tedrico, y las graficas ani-
madas a las que se refiere el capitulo4de este informe,al menos lo intentan.

3.3 El concepto de funcion

El concepto de funcién es uno de los mas importantes de las matematicas. En los fe-
nomenos que estudian las ciencias sociales, la fisica, la quimica, la biologia y otras ciencias,
aparecen magnitudes relacionadas entre si. Estos fendmenos naturales y las relaciones que
existen entre sus magnitudes, que se llaman variables, se representan con modelos mate-
maticos que se llaman funciones. Aunque el propdsito es estudiar de forma «animada» e in-
teractiva los graficos que representan esos modelos matematicos que llamamos funciones,
es conveniente, antes, explicar algunos conceptos fundamentales que ayuden a entender
mejor las graficas que se presentan.

No es el «producto final» un libro electrénico que pueda ser usado, por si solo, co-
mo texto para el estudio de los diferentes tipos de funciones que corresponden al pénsum
de bachillerato. Se pretende solamente aportar un elemento dindmico en la presentacién
de las graficas de las funciones elementales, con algunos ejemplos que puedan ayudar al
docente y a los estudiantes de matematicas, en su trabajo de ensefianza y aprendizaje.

Asi que, en este capitulo, se expondran solamente los conceptos imprescindibles para
una mejor comprension de las graficas animadas que se desarrollan en libro electrdnico.

3.4 Producto cartesiano de conjuntos

Sean X e Y dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de X e Y, asi:

XxY ={(z,y)/reX,ycY} (3.4.1)

El nuevo conjunto formado asiy que se puede escribir como Z = X x Y, esta formado

por elementos z = (z,y), de tal maneraquez € Z <= r € Xeyc Y .

Para una explicacién mas detallada de este concepto, se puede consultar[3], pag.61y 62
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Los elementos z = (z, y) se llaman pares ordenados. Y dos pares ordenados son igua-
les (z,y) = (v, ) <= z=x ANy =1y.
Si, por ejemplo, definimos los conjuntos X e Y as:

XZ{CL,b,C,d,@,f}

Y ={1,2,3}

Entonces,

Z=XxY ={(a,1),(a2),(a3),01),52),3), (1), (c2),(c3)
(d,1),(d,2),(d,3),(e; 1), (e,2), (e,3), (f, 1), (f,2), (f,3)} (3:4.2)

y graficamente, usando un diagrama de Venn, podriamos representar la operacidn asi:

Figura 1: Producto cartesiano X x Y

Las 18 flechas que aparecen en la figura, corresponden a los 18 elementos del nuevo
conjunto Z = X x Y. Por ejemplo, la flecha que va del elemento b de X, hasta el 3 de
Y, representa el par (b,3), que es distinto del par (3,b), que en realidad no pertenece al
conjunto Z. Esta operacion, por tanto, no es conmutativa, X x Y # Y x X si X # Y.

La nocién de producto cartesiano se puede generalizar al caso de varios factores?. Si el

2Si X =Y = Z = R, entonces X x Y'se puede asociar con el conjunto de los puntos de un plano segtin los ejes
de la geometria de Descartes, (por eso el nombre de «Producto Cartesiano»). De forma similar X x Y x Z
se puede asociar con los puntos en el espacio tridimensional[3], pag.63 y 64.
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producto fuera de tres conjuntos, por ejemplo, se formarian ternas asf:

X XY xZ={(z,y,2))Jre X NyeY AzeZ} (3.4.3)

3.5 Relaciones

La palabra «relaciéon» es usada con mucha frecuencia en el lenguaje comun y tiene un
significado facil de entender: dos objetos, dos personas, dos entes cualesquiera estan rela-
cionados, cuando entre ellos existe algo en comun. Puede ser que el uno dependa del otro,
que sean parecidos o diferentes, o que sean opuestos en alguna de sus propiedades, etc...
Pero en matematicas, la palabra «relacién» tiene un significado muy preciso que es impres-
cindible definir. Una funcién es un tipo particular de relacidn, pero no todas las relaciones
son funciones. Por eso este concepto es previo al concepto de funcién.

Consideremos el producto cartesiano de X e Y segtn lo establecido en (3.4.1). Una
relacion R es un subconjunto de los pares ordenados o elementos del conjunto X x Y.

Mas formalmente se escribe asi:

R: X =Y < RCXXY (3.5.1)

Si consideramos el conjunto Z = X x Y, segun lo establecido en (3.4.1), cualquier
subconjunto de pares ordenados de Z es una relaciéon de X en Y. Por ejemplo:

Ry = {(a> 1),(6,3),(f, 2)}
Ry = {(a,3),(f,1)(a, 1)}
Ry = {(d73)a (a72)}

R1,R2y Rz son subconjuntos de X x Y,y por tanto, son relaciones de X — Y (de Xen
Y). En particular, el conjunto () (conjunto vacio), también es unarelacién,yaque ) ¢ X xY.
El conjunto de los primeros elementos de los pares ordenados que forman la relacién, se

llama dominio;y el conjunto de los seguntos elementos de los pares ordenados,codominio.

3.6 Funcién real de variable real

Una funcién es una relacién especial entre dos conjuntos. Para definir el concepto de
relacién no se exige que X # Y.Si X C Ryademas Y C R (conjunto de los nimeros
reales), entonces se dice que larelacion de X en Y es una relacién del conjunto de los reales
en los reales.

Se exponen a continuacion varias formas de definir el concepto de funcién:
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3.6.1 Una primera definicion

Supongamos dos conjuntos de objetos, el conjunto A y el conjunto B. Una funcién de
A en B es, en primer lugar, una relacion de A en B. Para que dicha relacién pueda llamarse
funcién se debe tener una ley que asocie a cada elemento u objeto de A uno y sélo uno
de B. Los elemento de A se llaman dominio de la funcién3. Los elementos de B, asociados
con algin elemento de A, forman otro conjunto que se denomina recorrido o rango de la
funcién[1]%. Si Ay B son subconjuntos de los niimeros reales, entonces, la funcién se llama
real de variable real. Los elementos de A, la variable independiente, se suele representar
por una x; los valores de B, se suelen representar por una y, variable dependiente; y para
decir que los valores de A y B estan relacionados y forman una funcion, se escribe f : A —
B, o también, més frecuentemente y = f(z). Es decir que y es el resultado de transformar
el valor x en su «imagen» o valor correspondiente, que se le asigna mediante un conjunto
de transformaciones representadas por f.

Si escribimos y = f(z), estamos diciendo que y depende de = mediante la ley de
asignacion f. Por ejemplo:

y = fl@)=2a"-5

1
son funciones reales(y)de variable real(z).
3.6.2 Definicién formal de funcién
Se llama funcién[3]°® f alaterna
f=(G,X,Y) (3.6.1)

en donde G, X, Y son conjuntos que verifican las condiciones siguientes[3]°:

1. El conjunto G es un subconjunto del producto cartesiano de X x Y, es decir, G C
X xY.

2. Vx € X,existeunysélouny € Y /(z,y) € G.

Se dice que G es el «grafo» o la grafica de la funcion f. El tinico elemento y € Y/, tal que
(z,y) € G, sellama valor de la funcién f en z, y para designalo, se utiliza la notacién

y = f(x)

Asi pues, G es el conjunto de pares ordenados de f de la forma (z, f(z)), y se llama
grafica de la funcién. Dada una funcién f = (G, X,Y), se dice que X es el conjunto de
partiday Y, el conjunto de llegada de f.

3Este concepto fundamental esta elaborado con toda precisién en T. Apéstol, Calculus, Vol 1, segunda edicién,
Editorial Reverté, Barcelona 1982, pag. 61y ss.

*Ver pag. 61.

SVer pég. 63.

Ver pag. 63 y 64.
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Ademas, en lugar de decir:
sea f una aplicacionde X enY,
se dice a menudo:
sea una funcién o aplicacién’ f : X — Y,
o también:
sea una aplicacion X sy,

Con frecuencia el lenguaje matematico es menos riguroso y no se ajusta estrictamente
a esta definicion formal que se ha expuesto. En lugar de designar una funcién por medio de
una letra, como f, g, etc., se designa mediante una «férmula» que permite calcular f(x) en
funcién de .

En el caso de que X =Y = R, cuando se dice
consideremos la aplicacién x — >deRenRR,

se suele escribir

f(x) = 2% o simplemente y = x>

para todo x € R.

El conjunto G es el grafico de la funcién, pero cuando se utiliza el término «grafico» o
«grafica», se efectlia intuitivamente una operacion que en realidad es bastante compleja. Se
realiza, en primer lugar, una «correspondencia»® entre los puntos de una recta horizontal,
que se considera un eje de «coordenadas», y el conjunto de los ntimeros reales, del cual
X es un subconjunto. Se forman asi pares ordenados en los que su primer elemento es
un numero real, y el segundo, un punto en una recta horizontal que se llama «recta real».
Y sobre cada uno de esos puntos, imaginariamente, se levanta una recta perpendicular, y
todos sus puntos quedan relacionados con el valor .

De forma similar, establecemos una relacién o correspondencia entre los puntos de
una recta vertical y los valores o elementos de Y. El punto de interseccion de la recta verti-
cal que corresponde a x, y la recta horizontal cuyos puntos se han relacionado con un valor
de y, se dice que representa el par (x, y) en ese punto del plano llamado cartesiano. Se es-
tablece de esta manera, en realidad, una nueva funcién entre pares ordenados de nimeros
reales y un subconjunto de los puntos del plano.

La operacion que consiste en «dibujar» o «graficar» una funcién real, (y = f(z)), de

variable real (x), es mucho mas compleja de lo que puede parecer en un primer momento.

Nota: «aplicacién» y «funcién» son términos que se utilizan como sinénimos.
8Nota: por «correspondencia» debe entenderse lo mismo que se entiende por «relacién, segiin la definicién
(3.5.1).
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Pero son precisamente los «dibujos» o «graficas» de las funciones los que facilitan la com-
prension de las mismas, la forma en que las variables dependen una de otra, su comporta-
miento en torno al valor «x = 0», su crecimiento o su decrecimiento, y otras caracteristicas
importantes.

Si,ademas, se puede conseguir que las graficas estén animadas, estén provistas de mo-
vimiento y se presenten de modo sucesivo las relaciones cambiantes entre X y y, aumentara

la comprensién de las mismas.

3.6.3 Una definicion menos formal de funcién

En aritmética se trabaja con niimeros; en 4lgebra, con letras que representan niimeros[8]°.

En andlisis matematico, los objetos matematicos fundamentales son las funciones.

Definicién: Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x de un con-
junto X, un tinico elemento y de un conjunto Y. El elemento y se llama imagen
de x mediante fy se escribe y = f(x).

La z se llama variable independiente, y la y, variable dependiente, ya que su valor
depende del que toma .

El conjunto X se llama dominio de f, D(f), y el conjunto de todas las imagenes

de los elementos de X se llama recorrido, rango o imagen de f, R(f)[8]°.

Las funciones pueden definirse entre dos conjuntos cualesquiera, pero este estudio
se centra en aquellas en las que tanto X como Y son conjuntos de ndmeros reales. Estas
funciones, por ello, se llaman funciones reales de variable real[8]'!.

La definicién anterior queda ilustrada con el siguiente diagrama:

X=D( Y=R(f)

Figura 2: Dominio y rango de una funcién.

Ver pag. 186.
1Ver pag. 186.
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La grafica de una funcién f es un conjunto de pares ordenados, (z, (f(z)), alos que se
les hace corresponder con los puntos del plano en un sistema de ejes cartesianos. El punto
(a,b) estd en la grafica de f solamente si la coordenada de a es un valor = del dominio de
f, y b, que es la segunda coordenada del punto, corresponde a un valor y del rango de la
funcién, de manera que b = f(a).

Ejemplos:

3

Seay = x° — x + 2. Su grafica en el plano cartesiano es:

3

El punto B(1,2) es|de la grafica/ porque f(1)=2; b=f(a)

a
=(,2)

f(x) = x}|-x+2

Figura 3: Grafica y puntos del plano.

Como se puede observar por la grafica, D(f) = Rang(f) = R.
Sea la funcién g(x) = ﬁ Su gréfica en el plano cartesiano es:

5
4
B es un punto deglla graficd porque b=f(a);1=g(2)

2

o = g

= -2 -1 0 1 3 4 H 6
——:\x\
=1

2

-3

Figura 4: Punto y par ordenado.

El D(g) = R — {1}, puesto que g(1) no esta definido. El Rang(g) = R — {0}, porque
la grafica nunca corta al eje X, no existeun z € R/y = f(x) = 0.
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3.7 Clasificacion de las funciones

Funciones reales de variable real

.
1.Funcion constante

) o 2.Funcion de primer grado
1. Funciones polinémicas
3. Funcion cuadratica

1.Algebraicas 4. Funcion de grado superior

2.Funciones racionales

3.Funciones radicales

4.Funciones de finidas a intervalos
( . .

1.Funciones exponenciales
2.Trascendentes 2.Funciones logaritmicas

3.Funciones trigonométricas

3.7.1 Funciones algebraicas

Son funciones algebraicas aquellas que estan definidas por una regla de asignacién o
«férmula», en la cual la variable independiente se transforma por operaciones algebraicas,
es decir, por la adicioén, la sustraccidn, la multiplicacién, la division, la potenciacién o la

radicacién. Por ejemplo, una funcién como

1 1222 — 3z +5

es una funcion algebraica: las operaciones que se realizan con la variable x son opera-
ciones aritméticas.

3.7.1.1 Funciones explicitas

Cuando en una funcién algebraica, o una funcién en general, la variable dependiente,
1y, esta claramente separada a un lado de la férmula que define la funcién, y en el otro lado
solamente la expresion contiene operaciones con z, se dice que es una funcién explicita.
Por ejemplo:

y = f(z) = a (3.7.2)
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3.7.1.2 Funciones implicitas

A veces se presentan funciones en las que la variable dependiente no se encuentra
«sola» escrita a un lado del signo igual; se dice entonces que no est4 despejada la y. Por

ejemplo:

3z +4y—5=0 (3.7.3)

Y se dice que se trata de una funcidn explicita. No siempre es facil, pero la funcién
implicita se puede convertir en explicita, como la anterior, que se podria escribir explicita-

mente asi:
3
y=—4 + - (3.7.4)

3.7.1.3 Funciones polinémicas

Son aquellas que estan definidas mediante un polinomio. De forma general:

(@) = anz™ + an_ 12"t 4 an 02" 2 4 ...+ a1z + ag (3.7.5)

endonden € Ny ay, a,_1,....ap son numeros reales. Su dominio es el conjunto de los

numeros reales.

3.7.1.4 Funcidn constante

Tiene la forma

flx) =k (3.7.6)

en donde k& € R. Su dominio es el conjunto de los reales. Su recorrido es R(f) = k. Es

una funcién polindmica de gradoO.

3.7.1.5 Funciones lineal, afin e identidad

e La funcion lineal tiene la forma:

f(z) =mz (3.7.7)

e La funcion afin:
fle)=mz+b (3.7.8)

en donde m y b son nimeros reales. m se llama pendiente -mas adelante se vera por qué-

y b esla ordenada en el origen. Cuando z = 0 — f(z) = b. Por ejemplo, f(z) = 2z — 5.

e La funcion identidad:

flz)==x (3.7.9)
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La funcioén lineal es un caso particular de la funcién afin cuando b = 0. La funcién identi-
dad es un caso particular de la funcidn lineal cuando m = 1. Las funciones lineales, afin e

identidad son funciones polinémicas de grado 1 (n=1).

3.7.1.6 Funcién cuadritica o de segundo grado

Tiene la forma general de un polinomio de segundo grado, y se suele representar asi:
f(z) =az’ + bz +c (3.7.10)

en donde a, b y c son nimeros reales. Por ejemplo:

2 7

3.7.1.7 Funciones polinémicas a trozos
Son funciones que se definen con una expresion diferente en distintos intervalos de

su dominio. Por ejemplo:

221, z<1
flz) =12, 1<z<5 (3.7.11)

1-2z, >5

3.7.1.8 Funciones valor absoluto, parte entera y funcién signo

Valor absoluto??:

x, x>0
y=lz|=q0, =0 (3.7.12)
—x, <0
Parte entera’3:
y = [z] (3.7.13)
Funcién signo:
1, x>0
y=sgn(r) =40, z= (3.7.14)
-1, =<0

3.7.2 Funciones trascendentes

Son funciones trascendentes aquellas que se definen mediante operadores no aritmé-

ticos: exponenciacidn, logaritmacién o relaciones trigonométricas.

121as funciones «Valor Absoluto, «Parte Entera» y «Funcién Signo», contienen expresiones polinémicas, aun-
que no son propiamente funciones polinémicas.
13La parte entera de z es el entero mas préximo a = y menor o igual que .
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3.7.2.1 Funcion exponencial

fl)=ka*, a>0,a#1, keR (3.7.15)

La funcién exponencial «natural» es aquellaenlaque k =1ya =e:

f(x)=¢€" (3.7.16)

en donde )
e= lim (1+—)" (3.7.17)

n—o00 n

Lo cual significa que el valor de e se puede aproximar tanto como se desee, haciendo
n convenientemente grande. Cuanto mayor sea n, el calculo que resulte de (1 + %)” estara
mas cerca de e. El verdadero valor de e es el limite. El concepto de limite, formalmente, se
explica mas adelante.

Se puede demostrar que es posible calcular el valor del nimero e asi:

oy Ly L1y I NN
e= — =t ———— 4+ —, sin — 00
20 30 4l (n—1! " nl’

3.7.2.2 Funcién logaritmica
Definicion: Se dice que lg,x = y < ¥ = z,endondea # 1, a > 0, = > 0, es
decir, que no existe el logaritmo de cero ni de nimeros negativos. El Dominio de la funcién
logaritmica es el conjunto R, y se escribe
f(z) =lgax (3.7.18)
Sia = e, entonces se dice que f es la funcion logaritmica natural, que se escribe

y = f(x) = lgex, osimplemente y = In(x)

3.7.2.3 Funciones trigonométricas
1. Funcién seno: y = sen(x)
2. Funcién coseno: y = cos(x)
3. Funcidn tangente: y = tg(x)
4. Funcién secante: y = sec(x)
5. Funcidn cosecante: y = csc(x)
6. Funcion cotangente: y = ctg(x)

En general, la relacion inversa de una funcién trigonométrica no es propiamente una fun-
cion. Sin embargo, si se restringe su dominio a un intervalo determinado, dichas relacio-
nes inversas si pueden ser funciones. Pero se estudian -con un cierto abuso del lengua-
je matematico- las funciones trigonométricas inversas, como si fueran tales. Por ejemplo:
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sen(45%) = @ , pero sen_l(g) = 45% + 2k7, en donde k es un niimero entero. Hay,
por tanto, infinitos valores de x cuyo seno tiene el mismo valor @ La relacion inversa de
la funcién seno, llamada arcoseno y escrita como y = arcsen(z) oy = sen”!(z), no es
propiamente una funcidn.

También se consideran funciones trascendentes las funciones que resultan de hacer
operaciones con funciones trascendentes entre si o entre funciones algebraicas y trascen-

dentes. Asf, son funciones trascendentes las siguientes:

o Funciones trigonométricas (trascendentes): f(x) = sen(z) + cos?z.

 Funciones trascendentes: y = zin(z) + tg(x).

e O también: y = e%(2% — sen(x)).

3.8 El concepto de limite de una funcién en un punto

Si se quiere estudiar hacia qué valor tiende una funcién cuando la variable indepen-
diente toma valores proximos a un namero real dado, resulta imprescindible introducir el
concepto de limite de una funcién en un punto[8]**.

En la funcién f(x) = 1 — 22, si la variable 2 toma valores préximos al nime-
ro 2, es facil ver que f toma valores proximos a —3, es decir, f(27) ~ -3, 1o
cual quiere decir que para valores de x préximos a 2 por la derecha (un poco
mayores que dos), la funcién toma valores muy proximos a -3. De forma simi-
lar, f(27) ~ —3, que quiere decir que para valores de = préximos a 2 por la
izquierda (un poco inferiores a 2), la funcién también toma valores préximos a
-3. Esto se expresa diciendo que el limite de la funcién f(z) = 1 — 22, cuando
x — 2, (x tiende a 2), es igual a —3; y se puede escribir que

lim f(z) = -3

r—2

o también
lim(1 —2?) = -3

r—2

En muchos casos el valor del limite no es tan evidente. Por ejemplo, si se quiere
calcular

m sen(x)
z—0 x

sen(x)

La funcién , evidentemente, no existe en x = (. Sin embargo se puede

demostrar que

lim sen(x)

z—0 xT

=1

4Ver pag. 190.
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3.9 Definicién intuitiva de limite

Si se parte del ejemplo siguiente, como aparece en la figura:

101 C=1(5.64,9.64)
E=(0,9.64) n

Cuando x se acerca a 4, f(x) se aproxima a 8

16 (w4 4)a-4)

, 14
rd (1—4) Ft

flz)=

S U "N S e
B =/(2.81, 0) A= (5.64, 0)

Figura 5: Definicion intuitiva de limite

La gréafica de la funcién

es esencialmente la grafica de la funcion
g(z)=x+4

con la excepcion de que la grafica de la funcion f tiene un «hueco» en el punto en el que
x = 4. Para valores de x suficientemente préximos a 4, f(x) se aproxima cada vez mas a
8. Se dice entonces que 8 es el limite de la funcidn f(z) cuando z se acerca o tiende a 4. Es
decir:

z? — 16

T i T 16 A ,
lim f(zx) lim —— 8, aunque f(4) no existe

lim g(z) = lim(x +4) =8, g(4) =8
z—4

z—4
En x # 4, evidentemente se tiene que f(x) = g(x). Las dos funciones tienen el mismo
limite cuando x tiende a 4, aunque son funciones distintas solo y precisamente en ese punto,

Tz = 4.

Una definicién intuitiva o «informal» del concepto de limite se puede hacer asi[14]1°:

5Ver pag. 68
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Si f(z) puede hacerse arbitrariamente préoximo a un nimero L al tomar z va-
lores suficientemente proximos, pero diferentes de un nimero a, por la izquierda y
por la derecha de «, entonces el limite de f(x) cuando x tiende a a es L, es decir,

lim f(z) =L

T—a

3.10 Definicién formal de limite

Sea f una funcion definida en un entorno de ¢, es decir, en valores tan cercanos a a
como se quiera, sin importar si f(a) existe o no[5]'°. Se dice que:

lim f(z) =L

r—a

si Ve > 0, sin importar cuan pequeiia sea ¢, existe 6 > 0 tal que

si0 < |r —a| <J,entonces |f(x) — L| <e

Esta definicion, una de las mas importantes de toda la matematica, porque de ella de-
pende todo el calculo diferencial e integral, se lee asi:

Se dice que el limite de la funcién f(z), cuando x tiende a a, es L (exactamente L), si
para todo nimero positivo e (épsilon), sin importar cuan pequefio sea, existe un nimero
positivo § (delta), tal que, si la diferencia en valor absoluto entre x y a es mayor que cero
y menor que d, implica que la diferencia en valor absoluto entre f(x) y L es menor que e.
Dicho de otra manera: L es el limite de la funcién f(x), cuando z tiende a a, si f(x) se puede
acercar todo lo que se quiera a L, acercando convenientemente x a a, sin importar el valor
que la funcién tenga en x = a.

El valor absoluto de la diferencia entre L y f(x) puede ser cero. El valor absoluto de la
diferencia entre x y a tiene que ser mayor que cero. Es decir, para que se pueda afirmar que
existe el limite L, no importa lo que ocurre exactamente en a, no importa el valor de f(a).
Puede ocurrir que, existiendo L, f(a) exista o que no exista.

En el libro electrénico, producto final de este trabajo, o en este informe en su forma-
to digital, se puede acceder al video en el que se explica dindmicamente este importante
concepto:

https://youtu.be/BQ6ij8jkok4.

De forma similar, desde el formato digital de este informe se puede interactuar con la
grafica siguiente usando el enlace

https://www.geogebra.org/m/r4]JCRDHA4.

16ver pag. 38.

22


https://youtu.be/BQ6ij8jkok4
https://www.geogebra.org/m/r4JCRDH4

§=0.26
— .
=(1.26, 3.85)
B =(L3)
L = (~0.62,056) :
E=(0.74;2.29) j=3.85
0 g X
3 2 1 0 m 3
A=(1.26,0)
C=1(0.74,0)
lim f(x) = L
T—a
si Ve = 0O, sin importar cuan pequena sea, existe 0 > 0O tal que
si 0O < |@ —a|l <6, entonces | f(x) — L| < € °

Figura 6: Laidea de limite

Conviene insistir en que la existencia de un limite de una funcién f(z) cuando z tien-
de a a (desde un lado o desde ambos lados) no depende de si f esta definida en a, sino
solamente de si esta definida en valores de x cercanos a a [14]'7.

Puede ocurrir, que la funcién esté definida en x = a, y sin embargo la funcién tenga

por limite en ese punto un valor diferente de f(a). Por ejemplo'®:

16—x2 T 7& —4

fla)y=q 7
9, r=—4

En donde, evidentemente, se tiene que f(—4) = 5y sin embargo

16 — 22 4—2)(4
z——4— 4 +x r——4- 4 +x r——4-
e igualmente
16 — 22 4 —z)(4
lim 16 — ” — lim w = lim 4—2)=38
z——4+ 4+ x r——4+ 44+ x r——4t

7Ver pag. 69.
18para mayores detalles, ver en [14] , pag. 69 y ss.
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3.11 Estado del arte

La Academia Khan (Khan Academy) es una organizacién no gubernamental y educa-
tiva (ONG), que se dedica prioritariamente y de forma completamente gratuita, a la ense-
flanza de las matematicas a cualquier personay en cualquier parte del mundo. Su fundador
es Salman Khan, egresado del Instituto Tecnologico de Massachusetts y de la Universidad
de Harvard. En el afio 2006 cre¢ el sitio web www.khanacademy.org con este propoésito,
y actualmente es, con toda seguridad, uno de los lugares de internet mas requeridos para
quienes quieren aprender matematicas “on line”. Existe en la red muy poco material pare-
cido a éste.

Existen en esa plataforma miles de videos perfectamente disefiados y organizados se-
cuencialmente, segtn el nivel y la profundidad de los conocimientos que quiera el usua-
rio. Los contenidos estan dirigidos principalmente a la educacién primaria y secundaria.
Inicialmente fue creada para la ensefianza de las matematicas, pero poco a poco se van
afiadiendo contenidos de otras ciencias.

A pesar de lo extraordinariamente valiosa que es esta plataforma educativa para ma-
tematicas, no se encuentran en ella los contenidos a los que este trabajo se refiere: no hay
graficos animados e interactivos para la descripcion y analisis de las funciones reales de va-
riable real que deben estudiarse en el nivel de bachillerato, aunque si, como queda dicho,
numerosisimos videos.

Probablemente el software que mejor se presta para la realizacion de graficos ani-
mados en geometria y célculo, es Geogebra (contraccién de Geometria y Algebra). De he-
cho, fue concebido como un software de geometria dindmica. Es un software interactivo
y libre; y eso hace de él la herramienta ideal para el trabajo que se propone en este plan:
graficos animados de las funciones elementales. El repositorio asociado a este software se
encuentra en www.tube.geogebra.org, pero aunque contiene abundante material, incluso
de caracter dinamico, esta disperso y desestructurado, segun los aportes que desintere-
sadamente ofrecen sus usuarios. El usuario podria mejorar su aprendizaje si todos estos
aportes estuvieran organizados secuencial y sistematicamente.

Geogebra exige, precisamente por ser una institucién sin fines de lucro, que todas las
personas que construyen proyectos originales utilizando este software libre, pongan el re-
sultado de sus trabajos en el “repositorio” mencionado, y permitan el uso discrecional a
todos quienes lo deseen, con la sola “obligacién”, como es comprensible, de mencionar el
nombre del autor del proyecto o trabajo. Sin embargo, cada persona envia sus trabajos a
ese sitio de la web sin ningtn tipo de orden o sistema de clasificacion por niveles.

Una de las herramientas mas poderosas para crear graficos de funciones explicitas
o implicitas, especificamente para los sistemas MAC, es la aplicacion “Grapher”. Contiene
esta aplicacién numerosisimos ejemplos y permite todo tipo de andlisis de las funciones
que se propongan. Permite exportar los graficos a formato BTgX. No tiene, sin embargo, la
posibilidad de interactuar con cada grafico animado que se disefie.
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Capitulo 4

Metodologia

Aunque no se pretende un Disefio Instruccional propiamente dicho, parece convenien-
te utilizar, con las adaptaciones que exige este trabajo de desarrollo, la metodologia llama-
da ADDIE (Analisis, Disefio, Desarrollo, Implementacion y Evaluacion).

La metodologia ADDIE ha sido pensada especialmente para realizar disefos instruc-
cionales a través de una plataforma informatica educativa y el desarrollo de un curso en
linea. Lo que se pretende con este trabajo de desarrollo, sin embargo, es la elaboracién de
una herramienta didactica, un libro electrénico, que contenga graficas animadas e interacti-
vas, las cuales permitan una mejor comprension de las funciones matematicas elementales
que se estudian en el bachillerato.

4.1 Anadlisis

El libro electrénico llamado Desarrollo de Graficas Animadas e Interactivas para el
Estudio de Funciones Matematica Elementales, producto final de este trabajo, no debe ser
puesto a disposicion de los estudiantes de bachillerato sin contar con la imprescindible
ayuda y direccién de su profesor de matematicas. Los conceptos fundamentales de intro-
duccion al calculo, como el concepto de limite de una funcién, el concepto de derivada o el
estudio de las asintotas y variaciones de una funcién «elemental», no son tan elementales.
Exigen una dedicaciéon muy especial de parte de los estudiantes y, a veces, una explicacion
detallada de parte del docente.

El mencionado libro electrénico sobre graficas animadas no puede ni pretende susti-
tuir la labor pedagogica del docente, ni prescindir del esfuerzo y la dedicaciéon del estudian-
te. Solamente quiere ser una ayuda para profundizar en el alcance y la riqueza conceptual
de lo que se estudia.

Se presenta a continuacion el resultado de una encuesta aplicada a algunos docentes
especialistas en la materia sobre, en primer lugar, de qué manera utilizan las TIC en la en-
sefianza de las matematicas; y en segundo lugar, los previsibles resultados de utilizar el
libro electrénico que se presenta en este trabajo de desarrollo.

En el actual curriculo establecido por el Ministerio de Educaciéon para bachillerto, en
la asignatura de matematicas desde el 22 de Bachillerato General Unificado, consta un blo-
que tematico completo dedicado al estudio de las funciones elementales: funciones poli-

nomicas, funciones racionales, radicales y trascendentes. Se exige en este estudio que el

25



estudiante sea capaz de adquirir la destreza de graficarlas y de calcular sus asintotas. El

esquema que propone el Ministerio de Educacion para dicho estudio, es el siguiente:
1. Calculo del dominio de la funcién.
2. Cortes con los ejes de coordenadas.
3. Signo de la funcién en los diferentes intervalos en los que esta definida.

4. Calculo de las asintotas verticales, horizontales, oblicuas y sus puntos de dis-
continuidad.

5. Ramas asintoticas de la funcion.

6. Esbozo de una grafica aproximada de la misma, con la ayuda de una «tabla de

valores».
7. Calculo del recorrido de la funcion.

Para establecer el dominio de una funcién, especialmente en el caso de las racionales y radi-
cales, se precisa una cierta habilidad en la resolucion de inecuaciones, en las cuales pueden
aparecer polinomios de grado superior, cuya factorizacion exige, a su vez, el dominio de la
teoria de la divisibilidad de polinomios, del teorema del residuo y del teorema del factor.

Estas destrezas necesarias para analizar de manera detallada las funciones elementa-
les, no las tiene el estudiante de 22 de bachillerato, e incluso carece de ellas el estudiante
de 32

Igualmente, para el estudio de las asintotas y ramas asintoticas, se precisa un cierto
dominio de la destreza de calcular limites laterales y limites en el infinito. Sin embargo, el
concepto de limite no se trata sino al final del temario y de forma muy elemental e intuitiva.
Esta secuenciacion de contenidos, evidentemente, es un error metodolégico que complica,
aun mas, la ya dificil tarea del profesor de matematicas.

Si se quiere calcular con precisién el recorrido de una funcién, en la mayoria de los
casos, se deben establecer los maximos y minimos relativos de la misma. Para ello se ne-
cesita el concepto de derivada la continuidad de una funcién en un punto, y su significado
con relacion a las zonas o intervalos de crecimiento o de decrecimiento.

Se presentara en la siguiente seccién la secuenciacion que se considera imprescindi-
ble en el estudio de toda esta tematica. Y se analizara también, a partir de la encuesta, cuyos
resultados aparecen a continuacion, el uso que los docentes suelen hacer de las nuevas tec-
nologias como elementos didacticos en el estudio de graficas de las funciones matematicas
elementales.

Se presentara en la seccién 4.4.1 la secuenciaciéon que se considera imprescindible
en el estudio de toda esta tematica. Y se analizara también, a partir de la encuesta, cuyos
resultados aparecen a continuacidn, el uso que los docentes suelen hacer de las nuevas tec-
nologias como elementos didacticos en el estudio de graficas de las funciones matematicas
elementales.
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En el cuadro 4.2., en la seccidon siguiente, se presentan los resultados de la encues-
ta aplicada a varios docentes sobre el uso de la TIC en sus clases diarias de matematicas,
especialmente en el estudio y graficacion de las funciones elementales.

Las encuestas, segin el modelo que consta en los apéndices A y B, han sido aplicadas
a docentes de matematicas de bachillerato y de Basica Superior de tres centros educativos:

1. Unidad Educativa Verbo Divino de la ciudad de Guaranda: 6 docentes.
2. Unidad Educativa Sagrada Familia de la ciudad de Ambato: 5 docentes.

3. Unidad Educativa San Vicente Ferrer de la ciudad de Puyo: 8 docentes.

En total, pues, han respondido 19 docentes. El primero y el tercero de estos centros educa-
tivos mantienen como oferta educativa el Bachillerato Internacional, lo cual hace que sus
respuestas sean especialmente valiosas y dignas de consideracion.

Algunas de las funciones cuyas graficas se presentan con animaciones ya se estudian
en el pénsum de Basica Superior. Por esa razdn, también se ha tenido en cuenta la opinién

y la valoracién que hacen los profesores de ese nivel.

4.2 Resultados antes de la evaluacion del libro electrénico

A continuacion se presenta una tabulacion de las respuestas de los docentes, antes de
leer, utilizar o evaluar el libro electrénico que se ha puesto a su disposicién para el libre uso
en su trabajo docente.

Son 8 preguntas en las cuales el docente puede manifestar de qué manera esta utili-
zando las TIC en sus clases de matematicas, especialmente en relacidn con las graficas de
funciones elementales.

También se le pregunta sobre aplicaciones informaticas concretas y como las utiliza
en el estudio de dos conceptos fundamentales: el concepto de limite y la interpretacién

geomeétrica de la derivada.
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Encuesta aplicada a profesores de matematicas de bachillerato.
Resultados de la encuesta aplicada a docentes de matematicas, antes de la
utilizacion del libro electrénico, segin la ficha que consta en el Apéndice A.
Tabulacion de las respuestas segun las siguientes cuatro opciones: 1(equivalente a
nunca); 2, con frecuencia; 3, casi siempre y 4, siempre.
Preguntas 1 2 3 4
1. ;Con qué frecuencia utiliza las TIC en la ensefianza de
las matematicas?

2. ;Utiliza aplicaciones informaticas para la 0 16 3
representacion grafica de funciones elementales?

3. ;Suele utilizar el software «Geogebra» en la
representacion de funciones polinémicas, racionales, 5 10 3 1
radicales o o trascendentes?

4. Con el software que usted usa en la representacion de

funciones, ;consigue animacion de las graficas que se 17 0 2 0
visualizan?

5. ;Pueden sus estudiantes interactuar con las graficas
que usted presenta haciendo uso de software matematico| 16 1 2 0
especializado?

6. ;Como juzga usted el grado de comprension que los
estudiantes consiguen en la graficacion y calculo de las 0 16 3 0
asintotas de las funciones elementales?

7. ;Explica usted el concepto de limite de una funcién en
un punto utilizando graficas animadas, mediante algun 17 2 0 0
tipo de software especializado?

8. ;Utiliza usted sofware especializado en el estudio del
concepto de derivada de una funcién y consigue ani- 17 2 0 0
macion en la representacion grafica de dicho concepto?

Tabla 1: Resultados de la encuesta antes de la evaluacion del libro electrénico

4.2.1 Resumen de los resultados

Una simple observacion de los resultados que aparecen en la tabla anterior, permite
afirmar que la utilizacion de las TIC en la ensefianza de las matematicas es muy limitada y
ocasional.

Sin embargo, los tres centros educativos tienen instalados equipos de proyeccion y se-
fial de internet en cada aula, y ademas, los estudiantes disponen de computadora personal.

Dos de los tres centros desarrollan el programa de Bachillerato Internacional; uno de
ellos, curiosamente, ha obtenidos los mejores resultados, a nivel nacional, en la asignatu-
ra de matematicas, en la prueba «Ser Bachiller» que ha aplicado el Instituto Nacional de
Evaluacién en el mes de julio de este afio a los estudiantes de 32 del Bachillerato General
Unificado.

Esto permite afirmar que, muy posiblemente, los resultados serian méas deficientes si
se aplicara la misma encuesta a todos los docentes de matematicas del pais. Una tarea, por
cierto, que no es posible ni se pretende en este trabajo.

28



Porcentualmente, se pueden resumir los resultados asi:

Nedepregunta || Frecuencia de uso de las TIC | Porcetaje |
Nunca 0%
1 Con frecuencia 84,21%
Casi siempre 15,78%
Siempre 0%
Nunca 0%
5 Con frecuencia 84,21%
Casi siempre 15,78%
Siempre 0%
Nunca 26,31%
3 Con frecuencia 52,63%
Casi siempre 15,78%
Siempre 5,26%
Nunca 89,47%
4 Con frecuencia 0%
Casi siempre 10,52%
Siempre 0%
Nunca 84,21%
c Con frecuencia 5,26%
Casi siempre 10,52%
Siempre 0%
Nunca 0%
6 Con frecuencia 84,21%
Casi siempre 15,78%
Siempre 0%
Nunca 89,47%
. Con frecuencia 10,52%
Casi siempre 0%
Siempre 0%
Nunca 89,47%
8 Con frecuencia 10,52%
Casi siempre 0%
Siempre 0%

Tabla 2: Resumen de los resultados antes de la lectura del libro

De los porcentajes obtenidos en el cuadro anterior, se pueden extraer los siguientes

resultados:

1. Lamayoria delos docentes consultados de los tres centros educativos (84,21%), utili-
zan software especializado en la ensefianza de las matematicas con cierta frecuencia.
Disponen de los equipos necesarios y los utilizan, frecuentemente, de forma apropia-
da.

2. Igualmente, para la graficacion de funciones matematicas elementales, también con
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cierta frecuencia, suelen utilizar aplicaciones informaticas que ayudan a comprender
y explicar las variaciones de las diferentes funciones que son objeto de estudio.

3. Con bastante menos frecuencia, (52,63%), se utiliza la aplicacién «Geogebra», que
es precisamente la que se ha utilizado en la mayoria de las graficas animadas que se
presentan en el «producto final» al que se refiere este informe. Seguramente esto se

debe a que esta aplicacion exige un largo aprendizaje para su correcta utilizacién.

4. Casinunca, (89,47%, se consiguen, en las representaciones graficas que los docentes
consultados realizan ante sus estudiantes, animaciones de las funciones que se estu-

dian. La mayoria de las aplicaciones informaticas que utilizan tienen esta limitacién.

5. Con parecido porccentaje, (84,21%), los docentes no consiguen interaccion de los

estudiantes con las graficas que con cierta frecuencia presentan en sus explicaciones.

6. No obstante, los docentes, en un alto porcentaje, (84,21%), afirman que la adquisi-
cion de destrezas que sus estudiantes evidencian en la graficacion de las funciones

elementales, suele ser suficiente, aceptable, se da con cierta frecuencia.

7. Lo mas sobresaliente quizdas de los resultados de esta encuesta, consiste en compro-
bar que, practicamente en casi todos los casos, (89,47%), los docentes no utilizan
ningln tipo de software especializado para la explicacién y el estudio del concepto
de limite de una funcién en un punto. Sin embargo, este concepto es, sin duda alguna,

uno de los mas importantes de toda la matematica.

8. Y lo mismo se puede decir del estudio del concepto de derivada de una funcién en un
punto: el 89,47% de los docentes nunca presenta o explica este concepto, y menos
de forma interactiva o animada, mediante el uso de alguna aplicacién informatica

especializada.

4.3 Desarrollo y disefio

A continuacion se detallan las herramientas informaticas utilizadas en el desarrollo
del producto final, y se establece la secuencia de contenidos que parece mas logica en el
estudio de las funciones matematicas elementales, asi como el material didactico que se
aporta, mediante un libro electrénico con animaciones y graficas interactivas, para lograr
un aprendizaje mas profunco de los mismos. En el capitulo dedicado al «kMarco Teoérico» se

han explicado dichos contenidos.

4.4 Desarrollo

En el desarrollo de las graficas animadas e interactivas se han utilizado las siguientes

aplicaciones informaticas o software especializado:

1. «Geogebra», software libre y multiplataforma.
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2. Elrepositorio www.tube.geogebra.org, en donde se han puesto a disposicion del lec-

tor todas las interacciones a las que se puede acceder desde el libro electrénico.

3. Un canal propio en www.youtube.com, en donde reposan los videos a los que se pue-
de acceder desde el libro electrénico, mediante los enlaces correspondientes a cada
caso o concepto estudiado.

4. La aplicacién Screenflow, sofware propietario de Apple, con el cual se ha elaborado
la mayoria de los videos. Dicha aplicacion forma parte del sistema operativo «macOS
Sierraw, version 10.12.1, incluido en el equipo MacBook Pro (Retina, 15 pulgadas,

finales de 2013), propiedad del autor.

5. La aplicacién Quicktime, también software propietario de Apple, con el cual se han
elabora también algunos de los videos que constan en el libro electrénico. La licencia
de esta aplicacion forma parte también del sistema operativo «macOS Sierra», ver-

si6n 10.12.1, incluido en el equipo MacBook Pro del autor.

6. La aplicacion SketchBookPro, igualmente software propietario, aunque no de Apple,
para una demostracién que se ha hecho de forma manuscrita en un video, sobre la
parabolay la funcién cuadratica. El autor posee licencia por un afio, desde noviembre

de 2016, para el uso de esta aplicacion.

7. El producto final titulado «Desarrollo de Graficas Animadas e Interactivas para el es-
tudio de las Funciones Matematicas Elementales», y este informe final, han sido ela-
borados con el editor de documentos "BTEX”, que es un software libre especialmente
apropiado para la edicién de textos relacionados con las ciencias matematicas y las
diferentes ramas de la ingenieria. En realidad se ha utilizado, sobre el software de
KTEX, como interfaz, una aplicacién que también es software libre y que se denomina

«IyX». Su logo es particularmente original y tiene la siguiente forma®:

Figura 7: Logo de LyX

Tanto KIEX como LyX son aplicaciones de software libre que pueden ser utilizadas en siste-

mas Windows, Mac OS o Linux.

Imagen tomada de http://www.dipler.org/2010/08/lyx/
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44.1 Diseiio y secuenciacion de los contenidos

1.

Se establece el concepto de funcidn real de variable real, segin los contenidos del cu-
rriculo del Bachillerato General Unificado, con numerosos ejemplos y graficas apro-

piados de los mismos.

Se presenta una clasificacion de dichas funciones elementales y el orden que se debe

seguir en el estudio de las mismas.

. A partir de graficos dindmicos, se realiza el estudio de las primeras funciones ele-

mentales: funciones afin y lineal, funcion cuadratica y funciones polindmicas de gra-

do superior y sus variaciones.

Construccién de las graficas de las funciones exponencial y logaritmica: definiciones,

caracteristicas, traslaciones, simetrias y graficas animadas de las mismas.
Elaboracién grafica de animaciones de funciones racionales.

Elaborar formalmente la idea y el concepto de limite de una funcién en un punto, a
partir de la construccidn grafica de la idea de “entorno” y de la idea intuitiva de apro-
ximacion. Construccidn de Ramas y Asintotas. Representacidn con graficas animadas.

Representacién grafica, con el uso de “deslizadores” o pardmetros, mediante el soft-

ware de «Geogebra», de funciones con radicales y estudio de sus caracteristicas.
Graficas animadas de las funciones trigonométricas: variaciones, periodicidad.

Estudio del concepto de derivada de una funcién en un punto, con atencién especial
a su caracter dinamico,haciendo uso de la aplicacién informatica«Geogebra».

45 Graficas animadas de funciones algebraicas

4.5.1 Funciones polinémicas

Segun la definicién 3.7.5, una funcién polinémica esta definida mediante un polino-

mio. El nimero n define el grado de la funcion. El dominio de toda funcién polinémica de

cualquier grado es R. El calculo del recorrido de una funcién polinémica, sin embargo, pue-

de resultar menos sencillo. Como se vera en las graficas animadas siguientes, se pueden dar

varios casos:

1.

2.

Si el grado del polinomio es cero, el dominio sigue siendo el conjunto de los reales. El

recorrido se reduce precisamente al valor de la constante.

Si el grado del polinomio es impar, el dominio y el recorrido de la funcién es el con-

junto de los ndmero reales.

Si el grado del polinomio es par, como se puede ver en las graficas que siguen, la
funcidn tiene un maximo o un minimo absoluto como minimo; y se puede calcular el
recorrido de la funciéon facilmente desde ese maximo o minimo hasta menos o mas

infinito respectivamente.
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45.1.1 Funcién polinémica de primer grado

La funcién polinémica de primer grado o funcién lineal se deduce de la general

f(x) =apx™ + 1™ 4 + a1z + ag (4.5.1)
cuando a, = ap_1 = .eeeen. = ag = 0. La funcién queda reducida asi:
f(z) =a1x + ag (4.5.2)

que mdas comuUnmente se suele escribir, haciendo a; = my ag = b,
f(x)y=mz+b (4.5.3)

o simplemente
y=mzr+b (4.5.4)

1. Se puede deducir la ecuacion de la recta facilmente, como muestra el grafico si-
guiente:

Por semejanza de tridngulos se tiene que;|
7

Y=—Y1  Yi—Y¥2 5 C(x,y)
X —X1 X1 — X2
5
k
y2
: 21y — T2 tRERA ) A(;]',lﬁ Jl)
y=|mjr +b 3 >
|
2
b es el término intependiente, resultado de m por|-x; n m
mads m por y; .
E P F
ol /- q
9 8 7 6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7
B(XzsyZ)

Figura 8: Deduccion de la ecuacion de la recta
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2. Para el estudio del significado de los valores de m y de b, y las variaciones que
experimenta la funcion segin esos valores, se puede acceder, desde este informe en
su formato digital, al video que se anuncia en la siguiente figura:

El enlace es https://youtu.be/oGmvfh0X5Ag.

Punto C: Punto sobre f

m 1.03
m=tan(x)=h/i

f 4.68x + 4.52y 18.7

Myeve los puntos B,Cy A
y pbserva como se comporta la funcion

Figura 9: Variaciones de la funciéon segin my b

3. Desde este informe en formato digital, se puede interactuar con los diferentes ele-
mentos de la recta y comprobar sus variaciones. La recta viene dada en la forma

y=mx+b
El enlace es https://www.geogebra.org/m/uy8tVZpw

2 A = (0.039)

1 a-=45°

tangente = 1

= S ) kY 0 T 3 3 7 3 3
fiy=x+039

L

ueve suavernente los deslizadores m y b,

y observa céo se comportan la funcion,
su pendientely su ordenada en|el origen

El punto A evidlencia que al variar b, la funcion se mueve
hacia arriba y hacia abajo,
no de derechala izquierda

Figura 10: Recta en la forma y=mx+b
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4. De forma similar, desde este informe en formato digital, se puede interactuar y
comprobar las variaciones que experimenta la funcién lineal, construida ahora a
partir de dos puntos dados.

El enlace es https://www.geogebra.org/m/JaxD2EFU

a = 57.54°

m = 1.57
m=tan(a)=h/i

f: —8.39x+5.33y = 6.1

Mueve los puntos B,Cy A
y gbserva cémo se comporta la funcion

Figura 11: Funcioén lineal a partir de dos puntos dados.

La funcion constante, que también puede ser considerada lineal, tiene como dominio
el conjunto de los reales; su recorrido es la constante. En las demas funciones propiamen-
te lineales, en donde la «pendiente» es diferente de cero, el dominio y el recorrido son el

conjunto de los reales.

45.1.2 La funcion cuadritica y la parabola

La funcién cuadratica es una funcién polinémica, segtin la definicién 3.7.5, en donde
Ap = Gpel = .uun.. = a3 = 0. Por lo tanto, la funcién de segundo grado, también llamada

cuadratica, queda ast:
f(z) = asz® + a1z + ag (4.5.5)

Haciendo as = a,a; = by ag = ¢, esta funcién se escribe de esta manera:

y=flx)=ar’+bx+c (4.5.6)

La funcidn cuadratica corresponde en realidad a una curva muy especial llamada «pa-

rabola».
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1. Si se quiere una demostracion de la afirmacion anterior, se puede acceder, desde
el formato digital de este informe, al video que se anuncia con la imagen siguiente, y
mediante este enlace:

https://youtu.be/ZKz9LugOfYO0

, 3,Q<z+bs<arc, <
e, ayz (P ©) 2 s gt
%}4 SRS SR ET N TES-
xtz2PY
(*_\A)—zf(g— k)
x*—2W ¥ 4 )" = 2 ?@ 2l""‘v

o —zkx+k+2?
C
B G

Figura 12: La parabola se escribe analiticamente como una funcién cuadratica.

La funcién cuadratica es una parabola, vertical u horizontal, aunque las parabolas ho-
rizontales o con otras posiciones respecto de los ejes cartesianos tienen otras ecuaciones.
Pero todas son similares y, en realidad, las diferencias se reducen a cambios producidos
por giros de los ejes de coordenadas.

Este estudio se debe reducir a las parabolas verticales, porque son funciones. Asi que
la atencién se pondra en la funcién escrita como en 4.5.6: y = az? + bz + c.

Se puede, sin acudir a las herramientas que proporciona el calculo diferencial, reali-
zar un analisis de la funcién cuadratica, y calcular algunos de sus puntos y establecer sus
caracteristicas mas importantes.

Se pueden hacer los «arreglos» siguientes:

y = ax’+bx+c (4.5.7)
y = a(z? +§—Z +£2—f;)+c (4.5.8)
v = ales sy 20 (459)
El valor de 4“Z b es una constante, de manera que el valor de la funcién depende,

principalmente de a(z + )2

Se pueden hacer las siguientes precisiones:

Sia>0ya—>00=y—

36


https://youtu.be/ZKz9LugOfY0

la parabola se abre hacia arriba, y su valor minimo se encuentra cuando

xr = ;b
2
asi que
—b dac — b?
f(%)  da

Ese punto en el que la funcién cuadratica tiene el valor minimo, y que se llama vértice

de la parabola, tiene, por lo tanto las coordenadas:

;b dac — b2
2¢’ 4a

V( )

De forma similar:

Sia<0ya— —00 =y — —0
la parabola se abre hacia abajo, y su valor maximo se encuentra cuando

_ b
- 2a

y por lo tanto el vértice tiene por coordenadas, de forma similar a la expresion corres-

T

pondiente anterior:
—b 4ac —b?
V(i— 2/
( 2a’  4a )

Partiendo de la expresion 4.5.9, se pueden encontrar los valores de = para los cuales

y = 0.
. _ 12
Siy=a(z+ %)2 + Lzab =0

—bEvb%2—4ac

entonces x = 5a

que son los dos ceros de la funcidn o dos raices de la ecuacion cuadratica

ax’ +br+c=0
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2. Si se quiere una explicaciéon animada de lo anteriormente expuesto, desde el el
formato digital de este informe, se puede acceder al video que comienza con la figura
siguiente, mediante el enlace

https://youtu.be/qnrPnbdnDhw

[RlALA L B OO 4] N e 22 (4]

} Vista Algebraica X P Vista Grafica X

Funcién g
® f(x) = —0.4x+0x+5 a=-04
® h(x) = 2287 +10.68 x + ® .
) h(x) <+ x ~ La recta g es el eje de la parabola.
Ntmero b=0
@

g:x=0
c=5
. Vértice de la parabola es el punto C
C = (0.5

Ay B son los cortes con el eje x,

o ceros de la funcién.

Puedes cambiar lo:
“deslizadores” y ol
de la funcién.

® textol = “A = (-3.54,
® texto2 = = (354, 0
® texto3 = = (0, 5)"
® textod = "Vértice de la parat B = (3.54,0)
® textoS = "Ay B son los cort
® textob = “g: x = 0" B
® texto7 = "Larectages el ejc 8 K 4 3 8 1o
® texto8 = "Puedes cambiar lo
Entrada: (]

Figura 13: La parabola como funcion cuadratica

3. Igualmente, si se quisiera interactuar con la animacién que contiene el libro elec-
tronico, se puede utilizar el siguiente enlace, que comienza con la figura siguiente:

Enlace: https://www.geogebra.org/m/ARsn8XXt

» Vista Algebraica o [%] ) Vista Grafica X
Funcién
® f(x) = 02x*+0x —0.15
® h(x) = —0.56x>— 1.78x 4
La recta g es el eje de la parabola.

Vértice de la parabola es el pyhto C

[ X1 X 2]
on®wx»

C = (0.-0.15)

Ay B son los cortes cof el eje x,

Recta Puedes cambiar los v\loregfa, b y ¢, llamados -

:exi;" =0 “deslizadores” y obserWr £l comportamiento 4 o ceros de la funcio '
® textol = “A = (-0.87, de la funcién.

® texto2 = “B = (0.87, 0

@ texto3 = “C = (0,-0.1
® textod = "Vértice de la parat
@ texto5 = "Ay B son los cort:
® textob = “g: x = 0"

@ texto7 = "La recta g es el ej¢
® texto8 = "Puedes cambiar lo

Figura 14: Interactuar con la funcién cuadratica animada.

El dominio de la funcidn cuadratica es el conjunto de los reales. El recorrido, sin em-

bargo, admite dos casos:

1. Sia > 0, la funcién tiene un minimo en x = 5—5 , se abre hacia el infinito y por lo
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tanto su recorrido o rango es

—b
2a

Rang(f) = (f(5-),0) (4.5.10)

2. Sia < 0, la funcién se abre hacia el infinito negativo, tiene un maximo en 5—; , CUyO

valor es f(ETI;) , ¥ por lo tanto su recorrido o rango es
—b
Ran(f) = (=00, f(5)) (45.11)

45.2 Funciones polinémicas de grado superior
45.2.1 Diferentes animaciones de la funcién polinémica de tercer grado

La funcion polindmica general, como se ha definido ya anteriormente, tiene la forma:
f(x) = ana™ + ap_12" 1+ o + a1z + ag. Cuando a,, = ap_1 = ... = a4 = 0, esta
funcién queda reducida como se muestra a continuacién:

f(z) = asz® + asz® + a1z + ag

0 mas sencillamente se podrias escribir asi:

f(z) = ax® 4+ ba® +cx +d (4.5.12)

Se ponen a continuacién algunos ejemplos concretos:

1. Utilizando el formato digital de este informe, se puede acceder a un video expli-
cativo de la funcién de tercer grado, a partir de una expresion polindmica como se

muestra en la figura.

Enlace: https://youtu.be/yxnh01oqMRE

YN ey . a=2
[R]> L7 L B O, ©) &) N e =2 (]
» Vista Algebraica X » Vista Grafica
Funcién f
*

- .- FUNION POLINOMICA DE GRADO 3
é T T Mueva

11, -4.47) E

suavemente los deslizadores a,b,c y de, y observe

=(-111, 10 ¢
(4.11, 9.82)

o

c6mo varia la funcion, sus ceros y sus extremos relativos.

00 000000000z

xtol = "FUNCION POLIN
exto2 = "Mueva suaveme

-20 -1s -10 s \/7’ 5 To 15 20 25 30
=S

Figura 15: Funcién de tercer grado a partir de un polinomio.
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2. Igualmente, se puede acceder a un video explicativo de la funcidn de tercer grado,
construida a partir de una serie de puntos dados, usando el enlace siguiente:
https://youtu.be/KweNVOzYdZA
K[ B B @ O 4 [N e =] )

X b Vista Grifica

Vista Algebraica
Funcion I
® f(x) = 0.15x° + 155 x* + 2.1 x — 1.7 a5 015 20 P ¥
® 5(x) = 0.02x7+ 0.04 x* — 184 x + 0,94 ! @ ! F NCI‘ON POLINOMICA DE GRADO 3
Nimero b=155 |
® a-o1s . . e |
® b=155 c=21 15 |
. . ‘\
d=-17 |
& |

Texto
® textol = "FUNCION POLINOMICA DE GRADO 3"

texto2 = "Mueva

ntrada

Figura 16: Funcion polinémica de tercer grado a partir de cuatro puntos dados.

3. Para poder interactuar con los diferentes elementos de la funcion de tercer grado
que aparece en la figura, se puede utilizar el enlace siguiente:
https://www.geogebra.org/m/f4rtB6z6

Xv’/y/.’v o ©, @v ‘/iw NAECV 2 B,

v
) Vista Algebraica » Vista Grafica

Funcion
® f(x) = —0.2x° +0.9x% a=-02

® d=-24 1571, Z
T ‘ S e FUNCION POLINOMICA DE GRADO 3

® A= -2.

® B=-(632,0 | ! !

® C-(083,0) < Mueva stiavemente los deslizadores a,b,c y de, y observe
3 c6mo varia la funcion, sus ceros y sus extremos relativos.

T
Y
L4
e
o
I

~
o

® E=(411,9.82)

Texto

@ textol = "FUNCION POLIN
® texto2 = "Mueva suavemq

-20 -1s 10 S \/7’ 5 10 1s 20 25 30
-5

Entrada;

Figura 17: Funcién polinémica de tercer grado
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4. Para poder interactuar con los diferentes elementos de la funcién de tercer grado
que aparece en la figura, pero construida a partir de cuatro puntos dados, se pue-
de utilizar el enlace siguiente. Se pueden mover los puntos de color azul y observar
como se comporta la funcion:

https://www.geogebra.org/m/qNnfb5ux

A onL oy e . -2
AL D (OO 4 N aee ] )
| Elige y Mueve L o [X] b Vista Gréfica X
Enmarca o selecciona los objetos
@ f(x) = 0.15x° F 2.1x° + 2.1x — 3.75 a=0.15
® g(x) = —0.04x° — 0.64 x> — 0.95x + 15.55 —

z
3

2

B

-
Il

oo
an
W
e

LT

g

(N

~

|

UrLCION POLINOMICA DE GRADO 3

|

Punto d=-3.75
A= (-12.75,0) ®
B = (0.91,0)

exto
® textol = "FUNCION POLINOMICA DE GRADO 3"
texto2 = "Mueva suavemente los deslizadores ¢

Entrada

Figura 18: Funcidn de tercer grado a partir de4 puntos dados.

4.5.2.2 Funcién polinémica de cuarto grado
La funcién polinémica de cuarto grado tiene la forma siguiente, de manera similar a
las anteriores funciones polinémicas de menor grado:
f(z) =az* + ba® + ca® +dx +e (4.5.13)

Sien dicha expresiéon, b = d = 0, se dice que la funcién es bicuadrada, y tiene la forma:

f(z) = az* + ca® + e (4.5.14)

A continuacién se proponen varias graficas de la funcién polinémica de cuarto grado.

Se puede acceder a animaciones e interacciones con las mismas, utilizando los enlaces que
constan antes de cada figura.
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1. Funcién polinémica de cuarto grado, a partir de una determinada expresion polinémica:
Se puede acceder al video explicativo de la funcién,cuya grafica aparece en lafigura
siguiente, utilizando el enlace
https://youtu.be/tq06ZVz8L4c

[R] o4 7 4 B @ ) &) N e 22

> Vista Algebraica % » Vista Gréfica
e =-0.05
2.45 x* — 0.45 % 4+ 2.35x — 0.0 a-08
. .‘g . 1z
b=-2.45 *
s .
€= -0.45 "
- d=235
A= (-0.94,0) ! .
® 6= 0020 »
® C=107.0 N
® D=-@91,0
6
A
2
A o c o
io 0 s “ 2 z 1 ¥ t N 0 e
2
4
Entrada: — @

Figura 19: Funcidén de cuarto grado a partir de un polinomio dado:

2. Funcion polindmica de cuarto grado a partir de una serie de puntos dados.
Enlace para acceder al video explicativo de la figura siguiente, desde este informe en
su formato digital: https://youtu.be/GkyjbsTBKdM

ARPE N 2 . N
§I[A LA L B (@ ©) ] N e 2]
¥ Vista Algebraica A] ¥ Vista Grafica
Funcion
f(x) = 0.1x*+0.25x* — 1.1 x> — 0,05 x +1.25
® g(x) = 0x* 4 0x° — 0.09x% — 03x+10.44

05, 6.
= (-521,9.42)

= (155,9.76)

= (5.17, 7.06)

= (9.6, 4.4)

extol = "Mueve suvemente los deslizadores a,b,c.

Jeeeece

t

Entrada: I W@

Figura 20: Funcién de cuarto grado a partir de una serie de puntos dados:
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3. Si se quiere interactuar con una funcién de cuarto grado a partir de una expresion
polindmica, se puede acudir al formato digital de este informe y utilizar el enlace
siguiente:

https://www.geogebra.org/m/x6MENRNp

A P OO, Ly N e ) )

» Vista Algebraica X| b Vista Grafica
Funcion - 1ps
® f(x) = 0.1x"+0.25x> — 1.1x% — 0.05 x + 1.2¢ a=01 I
b=025 12
c=-11
. 10

a=-005
! 1 Mueve suvemente los desljzadores a,b,c.d y e, y observa con cuidado

el comportagtiento de la fluncion.

inido
D indefinido
Texto

® textol = "Mueve suvemente los deslizadores a
6

Entrada: + B

Figura 21: Funcién polindmica de cuato grado a partir de una expresioén polinémica.

4. Si se quisiera interactuar con una funciéon polinémica de cuarto grado a partir de
una serie de puntos dados, se puede acudir al formato digital de este informe y uti-
lizar el enlace siguiente:

https://www.geogebra.org/m/xgM6qzZV

[R] > b B @, )4 N e 22 [

» Vista Algebraica X|  Vista Grafica

Funcién Fi
f(x) = 0.1x* 4+ 0.25x° — 1.1x* —0.05 x + 1.25
® g(x) = 0x* —0.03x —0.06x* +2.8 x + 1.44 18

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

exto
textol = "Mueve suvemente los deslizadores ab.G¢

Entrada: ¢ @

Figura 22: Funcién polinémica de cuarto grado a partir de cinco puntos dados.

4.5.2.3 Funcion polinémica de quinto grado

La funcidn polinémica de 52 grado viene dada por un polinomio del mismo grado y

tiene la forma siguiente:
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f(x) = ax® + bat +ca® 4 da? +ex + f

(4.5.15)

1. La figura siguiente corresponde a un funciéon polindmica de quinto grado. Desde

este informe, en su formato digital, se puede acceder a un video explicativo de la

misma utilizando este enlace:
https://youtu.be/PmawXuNnK5E

[2] A L7 L0 B (@, @) &) N e =] )

Elige y Mueve
Enmarca o selecciona los objetos

» Vista Algebraica
Funcion

A ¥ Vista Grafica

® g(x) = —0.2x°+0.9x" +0.95x° —x? — 1.35x + 0.8

® h(x) = 0.15x" + 0.97 x* — 0.05x° — 4.54x% + 0.64 x + 1.06 a=-02
Nimero —
® a=-02

b=0.9
® b=09
® c=095 T T
® d--1 =095
® e=-135 e
:::o.& d=-1
unto
® A=(054,0) —@-

e=-135
f=0.8

P

H

x+0.8

.54 x] +0.64 x + 1.06

® textol = “g(x) = -0.2 x® 4+ 0.9 x* 4+ 0.95 x*-x*-
® texto? = “h(x) = 0.15 x° + 0.97 x*-0.05 x*-4.5

® texto3 = "Mueve cuidadosamente los deslizadores ab,cd.e y |
® texto4 = "Moviento adecuadamente los puntos en color azul,

RN & , Y
Mueve cuidadosamelpte los deslizad

res a,b,c,d,¢y
y observa el comportamiento de la grfafica

Texto texto3

7

2

Moviento adecuaaamente 1os puntos|en colorfazul

intenta que las dos praficas se superpongan

y compara los polinpmios que definel

a las funciones g(x)ly h(x)

h

-4

Entrada:

Figura 23: Video explicativo de la funcién polinémica de3%grado.

2. Lafigura siguiente corresponde a una funcién polinémica de quinto grado. Se pue-

de interactuar con la grafica, se pueden modificar los coeficientes de la variable, se

puede construir una funcién con una, tres o cinco raices reales, etc., utilizando el en-

lace siguiente, desde este informe en su formato digital:

https://www.geogebra.org/m/DnhwNxTx

9

5
gx) = —0.2x+0.9x* +~ 0fo5x* — 4.5 x* — 1 +0.8

K
/o 3
H 3

Funcion - v [ m~
® g(x) = —0.2x" 4 0.9x" 4+ 0.95x> —456x* —1.35x40.8
® h(x) = 0.30x° +0.83x" — 2.1x7 —5.11 x* + 1.43x + 4.81 a=-02
Namero - ®
) -
. N b-09
M e
. c=095
. . *—
. d--455
Pu
& . .
. e=-135
. . .
.

f-08
.
. .
.
.
.
. TR 5 3 5 4
.
Texto
® textol = “g(x) = -0.2 x* + 0.9 x* + 0.95 x*-4.5

0

ntrada:

Figura 24: Interactuar con la funcién polinémica de52grado.
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45.3 Funciones racionales
Definicion:

Una funcién f se llama racional? si se puede escribir como cociente de dos funciones poli-
noémicas, es decir:

P(z)
Q(z)’

en donde el grado de Q(z) > 1. De otra manera, si el grado de Q(x) = 0, entonces el deno-

flz) = (4.5.16)

minador seria en realidad un nimero real, y por lo tanto, f(x) se reduciria a una funcién

polinémica[8]°.
Dominio:

El dominio de una funcién racional ya no es, como en las funciones polinémicas, todo el
conjunto de los reales. Si Q(x) = 0,lafuncién no existe. Habra, en consecuencia, que excluir
de su dominio los nimeros reales que son raices de la ecuaciéon Q(z) = 0.

Ejemplo:

Seala funcién

flz) = (4.5.17)

Su grafica es:

Figura 25: Primer ejemplo de funcién racional

ZPara una ampliacién de este concepto, consultar [8], pag. 220 y ss.
3Ver pag. 220.
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3

—>7 es R-{1}, pues si = 1 el denominador se hace

El dominio de la funcién f(z) =
ceroy f(1) no existe.

Elrango de f, sin embargo, es Rng(f) = (—o0,0) U (0, c0).

Las funciones polinémicas son continuas en todo el conjunto de los reales. La funcio-
nes racionales pueden tener «saltos», puntos o intervalos en los que la funcién no existe.
Entonces se dice que la funcién no es continua.

El concepto formal de continuidad exige un estudio detallado de la teoria de limites
que no se pretende en este trabajo. Pero intuitivamente podemos darnos cuenta de que
cuando xz = 1, la funcién «sufre» un cambio brusco: pasa de —oo a +oc.

Hay dos rectas importantes que conviene sefalar en la grafica anterior y que se llaman
«asintotas».

Larectay = 0: Cuando z — —oo, entonces y — 07. Es decir, que se acerca a cero
con valores negativos tan préximos como se quiera, haciendo x convenientemente peque-
fia (que tienda a menos infinito). Si # — oo, entonces y — 07, con valores positivos tan
proximos a cero como se quiera, haciendo x convenientemente grande. Se dice entonces

3

que la recta y = 0 es una asintota horizontal de la funcién f(z) = —=5.

De otra forma:

3
- 0
—c>o—1—>

3
—— = 0"
oo—1

Y se dice que f(x) tiene una asintota horizontal enlarectay = 0.

Larectax = 1:Cuando x — 17, es decir, que = se acerca a 1 con valores menores que
1 pero tan préximos a 1 como se quiera (excluido el 1), entonces y — —oo;siz — 17, es
decir, que = tiende a 1 por la derecha con valores mayores que 1, pero tan préximosa 1 como
se quiera (excluido el 1), entonces y — oo . Se dice entonces que la funcién f(z) = %
tiene una asintota vertical en larecta z = 1.

La parte de la curva que se acerca a la recta llamada asintota recibe el nombre de
«rama asintética» o simplemente «rama».

De otra forma:

3 3
1_: = — —
f(17) e =i

3 3

1= ==
f(am) 1o %

Y se dice que f(x) tiene una asintota vertical en larectaz = 1.La parte de la curva que
se acerca a la recta vertical, igualmente, recibe el nombre de rama asintética o simplemente

rama.
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45.3.1 Funciones racionales con asintotas verticales

Sea una funcién racional de la forma f(z) = ggg . Pueden existir asintotas verticales

en los valores de x tales que Q () = 0, aunque no siempre*. Se pueden considerar algunos
ejemplos y estudiarlos dindmicamente:

Ejemplo 1. Seala funcidn:
flz) = —— (4.5.18)

Obsérvese que el grado del numerador es menor que el grado del denominador. Asi
que cuando x — +o00, entonces y — 0. Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal.

Interesan sin embargo, en este apartado, las asintotas verticales.

Si el denominador de la funcién se hace cero, entonces:

22 —4=0

(x—=2)(z+2)=0

r=20x =-2

La funcion tiene dos asintotas verticales: x = 2y z = —2.

Si se quiere una explicacion animada de este ejemplo, se puede acceder, desde el for-
mato digital de este informe, al video correspondiente mediante el enlace

https://youtu.be/Xmqgh3Zged3A

Funcién
® f(x) = 22* a-22

x2—1.9

Lista b=1.9
@ listal = {y = 0, x = -1.38, x = 1.38} L . @
Nimero

®a=22

® b=19

Texto

listal = {y=0,x=-

@ textol = “f(x) = :2'2"9" 22%
2

® texto? = "stal = {y=0,x=—138x=1.

frmmdmmmeecee;esesssss e s —e e e s e s — - ———————————
e e i el et et Tl il it s ket ettt ke

Entrada:

Figura 26: Funcién racional con asintotas verticales. Es mayor el grado del
denominador.

*Para estudiar con mas detalle las asintotas de funciones racionales, ver[14], pag.26 y 27.
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Si se quisiera interactuar con los diferentes elementos que permiten estudiar la fun-
cion anterior de forma animada, se puede usar el enlace siguiente, desde el formato digital
de este informe.

https://www.geogebra.org/m/Hur4dwpdW

A BRI @ 2 . as2 Elige y Mueve
o rd Bk @v o/, é.'v S\, ABC 125 ‘%’v Enmarca o selecciona los objetos

v

v Vista Algebraica X| P Vista Grafica X
[ fev

Funcion

Ordenar objetos por... ; "
O e
® flx) = 3=

Lista ————

Texto
@ textol = "Mueve los deslizadores aby ¢y compn

resabyc
qué slicede con las asintotas
miento de la funcion.

=== ----d---efeceeloccctocooboooobooo

Entrada: T

Figura 27: Funcién racional con asintotas verticales.

En el caso de la funcién anterior se pueden determinar facilmente el dominio y el ran-

go:

Dom(f) = (—o0,—2) U (—2,2) U (2,00)

Rng(f) = (—00,00)

Si se cambian las constantes 2 y 4 ( como se muestra de forma animada en el video
del formato digital de este informe) , puede resultar una grafica sin asintotas verticales,

aunque siempre tendra una asintota horizontal °.

Ejemplo 2. Sea la funcion:

222 — 10x + 12

f@)=—5— 73

El grado del numerador es igual que el grado del denominador. Asi que cuando x — +o0,

(4.5.19)

entonces y — 2. Por tanto, y = 2 es una asintota horizontal.

5Se pueden encontrar numerosos ejemplos en [6], pag. 238-244.
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Esta conclusién se puede entender mas facilmente si la misma funcién se escribe, por

factorizacidn de los polinomios del numerador y del denominador, de la forma siguiente:

2(x —2)(z — 3)
(x —1)(x — 3)

f(x) = (4.5.20)

Lafunciénno estadefinidaenz = 1nienx = 3.Asique entodoslos valores diferentes

de 3, se puede escribir que

2(z —2)
z—1

fz) =

y tomando valores de x tan grandes o pequeios como se quiera, sin necesidad de acudir

)

al calculo de limites, intuitivamente, se puede ver que f(x) se acerca a 2. Es decir, que si
x — +o00, entonces f(x) — 2. Por lo tanto tiene una asintota horizontal en f(z) = y = 2.

Interesa, sin embargo, en este apartado, estudiar las asintotas verticales, es decir,
aquellos valores de x que hacen que el denominador valga 0. Entonces, aparentemente,
habria dos asintotas verticales: x = 1y x = 3. Pero la funcién tiene una particularidad en
x = 3 que impide que tenga asintota vertical en ese valor.

En z = 3 la funcién no existe porque el denominador se hace cero, pero si se conside-
ran valores tan préximos a 3 como se desee, se tiene que

237 -2)  2(17)

f(3_) - 3-—1 = 92— _>]-7

y ademas
2(3t—2)  2(171)

Lo cual quiere decir que si z se aproxima convenientemente a 3, por la derecha (3™) o por
la izquierda (37), la funcién se acerca a 1 tanto como se quiera. Se dice entonces que la
funcién tiene en z = 3 un punto de discontinuidad (un hueco), pero no tiene una asintota
vertical aunque el denominador valga cero. Mas precisamente se deberia decir que el limite
de la funcién es 1 cuando x tiende a 3, aunque en ese punto la funcién no existe. Utilizando

la simbologia de la teoria de limites se escribiria asi:

222 — 1 12 2(x — 2)(x — 2x —2 2(3 -2
T—3 a—3 22 —4x+3 a—=3 (x—1)(z—=3) 23 z—1 3—-1
(4.5.21)
0 sea que
lim f(z) = 1.
r—3

La funcidén no existe en x = 3, tampoco tiene asintota en ese punto, pero tiene limite
y vale 1, es decir que se acerca a 1 tanto como se quiera, acercando x convenientemente a
3.

El dominio de la funcidn,simplemente observando su grafica, figura 28, es:
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Dom(f) = (_007 1) U (17 3) U (37 OO)
Su recorrido, de forma similar, es:

Se puede estudiar este caso de forma dindmica, si se utiliza, desde el formato digital
de este informe, el enlace siguiente:
https://youtu.be/9MPrm7AG5qg

~ | fiv
Funcion a=2 8
0= 26D (=2 - - e

M=o (-2) b=2 7

) = 25100412 * * o

L
Lista f
® listal=fy=2,x=1}
Nimero
®a-2 s
-2

Punto

L]
|

Figura 28: Funcién racional con discontinuidad.

Se puede interactuar dindmicamente con los diferentes elementos de la grafica de la
funcién siguiente, usando el enlace que corresponde desde el formato digital de este infor-
me.

https://www.geogebra.org/m/wQdbT8wp

SRS \*
O, O &) N asc 222 (s
% Vista Grifica
a--23
23 (x-2) (x- 1.07) —— .

o) =-

(x—1) (x-1.07) b= 107
_ 28 -10x412 T
0= s .

Mueve los deslizadores y observa
el comportamiento de la funcién 2

5
Desliza el punto A sobre la curva y trata de encontrar
un putito de indefinicion de la funcion.

s

Entrada:

Figura 29: Funcién con puntos de discontinuidad
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45.3.2 Funciones racionales con asintotas oblicuas

Ejemplo 1. Cuando en una funcién racional el grado del numerador es igual al grado del
denominador mas 1, hay una asintota oblicua, ademas de las asintotas verticales que pueda

tener®.

Sea la funcion:

fla) = v (4.5.22)

2 -1

Claramente, se puede estudiar mejor la funcioén, sin necesidad de realizar un analisis

exhaustivo de la misma, si se la escribe de otra manera:

2
x*(x — 2)
)= —'+—"—"— 4.5.23
/(@) (x —1)(x+1) ( )
Una primera conclusion es que tiene dos asintotas verticales, a saber,z = 1y x = —1.

Su dominio, claramente es el conjunto de los reales exceptoel -1y el 1.

Su grafica es la de la figura que sigue:

Asintotas

listal = {y=x+2,x=—1,x =1} E

Figura 30: Gréfica de la funcién4.5.22,conasintotaoblicua.

Se observa que si x tiende a mas o menos infinito, la funcién no tiene limite, es decir, no
se aproxima a ningdn nimero real sino que tiende también al infinito. No tiene, por tanto,

asintota horizontal. Si se escribe esto mas formalmente, quedaria asi:

6Se pueden encontrar numerosos ejemplos en [11], pag. 312 y ss.
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3 — 222 23(1—2) Coz(1-2%
lim — = lim T~ = lim o= — =00
T—00 L4 — T—00 562(1 — =) oo (1-— P) 1
y de forma similar
2
x — £ _
z——oo (1 — 972) 1

Asi que no existen asintotas horizontales. Pero existe una asintota oblicua de la forma y =

max + b, si se pueden encontrar los valores m y b, que se pueden calcular asi:

3 9.2
@) _ g &2

m= J:EI:‘II:loo T - r—F00 56(332 — 1)

b= lim (f(z)—1lax)=-2

T—7F00
La asintota oblicua, por lo tanto, es
y=x—2

Otra forma de calcular esta asintota puede hacerse presentando la funcién original

como el resultado de una division de los dos polinomios:

3 — 222 T —
f(x)zlgf:l:(w_z)+;2_2]_)7

Y el resultado es el mismo: una asintota oblicuaeny = =z — 2.
En el video al que se puede acceder desde el formato digital de este informe se explican

mas detalles de este caso de funciones racionales que tienen asintotas oblicuas.

El enlace es
https://youtu.be/RyJkP6fev-U

00

Figura 31: Funcidn con asintotas oblicuas.
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Si se quisiera interactuar con la grafica de la figura siguiente, y comprobar especial-
mente cOmo se comportan sus asintotas, se puede utilizar el enlace correspondiente desde

este informe en su formato digital:
https://www.geogebra.org/m/QspWdQ63

a =0.05

o
I
-

(A .

Figura 32: Funcién racional con asintotas verticales y oblicuas.

Ejemplo 2. Se estudian a continuacion varios ejemplos de funciones racionales que tie -
nen asintota vertical y asintota oblicua .Sin embargo,se puede dar el caso de que para algin
valor de x,el denominador valga cero y sin embargo no exista la asintota que a primera vista
podria suponerse.Se hace necesario un analisis mas detallado de algunos casos:

1. Estudio de la funcién

fa)=——5 (4.5.24)

Esta funcion no tiene asintota horizontal:

2

I oy TT oy z 00
shooz—3 wmsop(l—2) wnsee(1-3) 0 ¢
y
. z? , Tx , T —0
lim = lim —— 3 = lim g = =~
T—=—00 L — 3 Z——00 ZU(l — E) T——00 (1 — 5) 0
Asintota vertical:
lim ’ )
= — =
z—=3+ x —3 0t
y
. x? 9
lim — = -0

o3~ T —3 0

por lo tanto, la asintota vertical es
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Asintota oblicua’:

Si existe, tiene la forma

y=mx+b
en donde
2 2
1
m= tim 49 fm T~ m T im =1
r—too I r—+ 12 — 31 x—=+00 $2(1 — %) r—Fo0 ] — %
y ademas
2 2 2
) . . xt—z*+3x
asf que la sintota oblicua encontrada es
y=x+3

Para entender mejor la existencia y el calculo de las asintotas oblicuas, se puede acce-

der, desde el formato digital de este informe, al video que corresponde al siguiente enlace:

https://www.youtube.com/watch?v=2GjUxSYd-W0

o
=1
S

25 30 35 40

=

Figura 33: Funcidn racional con asintotas vertical y oblicua,sin hueco

Y si se quisiera interactuar con la figura siguiente, en la que aparecen asintotas obli-

cuas, se puede usar el enlace

https://www.geogebra.org/m/R6bWse59

7Para el calculo de asintotas oblicuas, consultar [9], pag 231 y ss.
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o060 con asintotas verticales, oblicuas y puntos de discontinuidad.ggb

AL P OO Ly (N me 2]

» Vista Algebraica X » Vista Grafica X

Funcion
x2—1

-3
) =27y ! i .a©

Lista
® listal = {y = x + 3,x = 3}
lista2 = {y = x, x = -1}

lista3 = fy = 3%, x = -2}
listad = {y = 2x + 2} s
Nimero
®a=3 . |
Punto | distal = {y=x{3.x=3
® A=(-7.46,-532) ) a1y i
Texto
@ textol = “lstal = {y=x+3,x

i

Entrada: B

Figura 34: Funcion racional con asintotas vertical y oblicua,sin"hueco”.

2.Estudio de la funcion:

3
z? —1
T)=—55—>
Asintota horizontal:
No tiene asintota horizontal, pues con un procedimiento similar al utilizado para la

funcién anterior, se puede calcular facilmente que

. 3 —1
lim — 00,
z—oo x4 — 1
y ademas
3 1 1
. oad—1 o (l-25) . (1-25)
lim ———= lim ———%=" = lim —F— = —o0,
z——oo % — 1 T——00 xQ(l — :1372) z——00 | — =3

Asintota vertical:

Para mejor estudiar este detalle, se puede escribir la misma funcién asi:

? -1 (z—-1)(a*+z+1)
2—-1  (z—-1(z+1)

El denominador se hace cero cuando x = —1 o cuando z = 1. Pero si se estudia el

fz) =

comportamiento de la funcién en el entorno de esos dos puntos, se llega a la conclusién
de que solamente en uno de ellos hay una asintota vertical, que esz = —1.Enz = 1,1a
funcién no tiene una asintota, sino un punto de discontinuidad. En términos coloquiales
podriamos decir que tiene un salto o un «hueco».

Véase lo que resulta del estudio del entorno de esos dos puntos:
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3 —1 (x—1) (2?2 +z+1) _xtt+ax4+1 3

lim = lim —— = lim = lim ——— = —

z—1— f(l') ao1- 12 —1 z—1— ($ — 1)(1’ + 1) z—1— x+1 2
31 —1)(z? 1 2 1 3

lim f(z) = lim 7 = lim (z- D@ +z+1) = lim w:ﬁ

z—1+ o1t 2 —1 z—1+ ($ — 1)(1’ + 1) z—1+ x+1 2

y se puede decir que
lim f(z) = >
rz—1 2
Asiquelafuncién no existe en x = 1, no tiende a —oo ni a 400, es decir, no tiene ramas
ni asintotas verticales. Sin embargo, en ese punto, x = 1, la funcién tiene limite, y vale % La
funcién puede no existir en un punto -ese punto no pertenece a su dominio- y sin embargo
sitiene limite en z = 1 (se acerca tanto a % como se quiera, haciendo que la variable x tome

valores tan préximos a 1 como se necesite).

Enz = —1, se tiene que
-1 —1)(2? 1 2 12
lim f(z)= lim Lo jg E-D@EHerD o etredl 2
z——1- es—1-22—1 an-1- (z—1)(z+1) z—-1- x+1 0~
a® —1 (z - 1)(* +2+1) P?+r+1 2
lim = lim —— = Ilim = lim ——=—=
z—s—1+ /(@) gs—1t 2 =1 -1t (z—1)(z+1) e——1+  x+1 0+ oo

y por lo tanto, se puede concluir que f(z) tiene una asintota vertical en
z=-1

Asintota oblicua.
Si existe una asintota oblicua, ésta deber4 tener la forma

y=mx+b,
en donde
. x x4z (14144
m= lim — = lim ——— = lim ———5%-=1,
z—too T z—too (x4 1) votoo  x2(14 )
y 2
. ) z+r+1
b= lim (f(z)-mz)= lim (——5—-2)
. Prr+l—a?—z
b= lim = lim =
T—=400 x+1 z—too x + 1
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Por lo tanto, la funcion tiene una asintota oblicua de la forma
Y =1
Esta y otras funciones similares pueden ser estudiadas de forma dinamica si, desde

este informe en su formato digital, se accede al video que corresponde al siguiente enlace:
https://youtu.be/4j7kXmpDKxw

a

=-2.2

=

Figura 35: Funcidn racional con asintotas vertical,oblicua y punto de discontinuidad.

Ejemplo 3 Existen funciones racionales que solamente tienen asintotas oblicuas. Esto
sucede cuando el grado del numerador es igual al grado del denominador méas 1y, ademas,
el denominador nunca se hace cero.

Estudio de la funcion:

23
xTr) =
fla)= 5
Asintota horizontal:
23 2 P D
llm 3 = llm an:il = llm 1 1 = — = —0Q,
z——o0 1% + 1 Iﬁfooxfg_FF x~>7005+ﬁ 0
y
923 2 P p
im — 1:1im712x T = lim —— = — =o0.
x—o0 T4 + 96—>00973_|_:T3 a:—)ooE_FF 0

Por lo tanto, no existe una asintota horizontal.
Asintota vertical:
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En el conjunto de los nimeros reales, la ecuacion 22 4+ 1 = 0 no tiene solucién. Es
decir, el denominador nunca se hara cero; y entonces la funcidén no puede tener ramas que
se acerquen verticalmente a una recta que llamamos asintota vertical. Dicho de una manera

mas formal: no existe ningiin ¢ € R tal que

2 3
lim ——— = oo,
z—a x4 4+ 1
y por lo tanto, la funcién
fla) = 22
T) = .
2 +1
no tiene asintotas verticales.
Asintota oblicua:
Si existe, debe tener la forma
y=mx+b
en donde 5
2 2
m = lim &: lim S lim T =2,
z—+oo I z—+oo 3 + x rx—Foo | 4+ ol
y ademas
. . 23 . 23 — 223 — 21
b= ;vkrzlr:loo(f(x) B mx) o mBI:}:loo 2 +1 B 23:) - mBI:}:loo( 2 +1 ) =0

Se llega entonces a la conclusion de que existe una asintota oblicua que tiene la forma

y = 2z.

Con mas detalle, se puede estudiar esta funcién, de forma dinamica, utilizando el si-
guiente enlace:

https://youtu.be/IChnnut_]co

4
@® |

-4

Figura 36: Funcién racional sin asintotas verticales ni horizontales.
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45.4 Funciones radicales

Definicion|[8, pag. 222]:
Una funcion f se llama radical o irracional si la variable independiente aparece bajo
un signo radical.

Algunos ejemplos son®:

f@) = VE
flx) = Va?2—-Tzx+10
fla) = Va

3x2
o = T

Ejemplo 1: estudio de lafuncién®

116
f(z) = ;’;27_1 (4.5.25)

Para calcular el dominio de funcionesirracionales de indice par se impone la condicién
de que los radicandos sean positivos. Si, ademas, en la funcién aprarecen fracciones, es
necesario excluir del domino los valores de x en los que el denominador se anula[8], pag
222.

En las funciones radicales, el comportamiento en el infinito y las asintotas, si las hay,
se obtienen calculando los limites correspondientes.

Se estudia a continuacion la funcién4.5.25:

Dominio. Se debe cumplir que

4 _
x 16 >0,
x2-1 -
en donde los valores x = —1 y x = 1 deben ser excluidos del dominio de la funcién

puesto que el denominador se haria cero.
Por lo tanto

8Se pueden encontrar numerosos ejemplos en [6], pag.. 254 y ss.
9Este ejemplo esta tomado de [8], pag. 222, y se desarrolla de un modo un poco diferente.
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(22 —4) (2 + 4)(z — 1)(z + 1)
2+ 4
(x—=2)(z+2)(x—1)(z+1) > 0

v
o

v
o

Se puede resolver esta inecuacion analiticamente, pero si se prefiere una forma grafica
de resolverla, se puede utilizar el enlace siguiente desde el formato digital de este informe:
https://youtu.be/a5qVb6cwChk

Figura 37: Solucion de la inecuacidn.

Con lo cual, se tiene que

Asintotas horizontales: No tiene,puesto que

I x4—16_
:c—l>rlloo 2 —1 -
y
o2t —16
lim =00

oo 12 —1
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Asintotas verticales: Las posibles asintotas verticales pueden encontrarse enz = 1y

en x = —1.
Se calcula el limite en esos dos puntos, aunque la funcién no existe en ellos.

Enx =-1:

16
at(l--3

4 4
lim _7\/’6 16—\/hm -7 —16 — lim, , - —=5= =
rz——1 r——1 1 z——1 :132(1—9%2)

z? 1——2 /
: —15 —15 __ _
\/llmx_>_1 (17 ) 1—1— oF — V 0.

Este limte lateral no se puede calcular, puesto que a la izquierda de x = —1, la funcién no
existe, como se vio en el calculo del dominio de la misma.

16
lim 2= 16 lim z _16 lim s D
r——1F 221 z——171 ] z——1+F 22(1--1) )

wimﬁﬁ 2 = 7B =

Hay, por tanto, una asintota vertical en z = —1.

Enx=1:

2015

. a_ 1 . SE4(1**
hmxﬁl_ \/ac 18 = \/hmzﬁl_ > 116 hmx%l 2(1- 1) hmx%l_ oy =
-5 — -3

r2—1
=15 = /715 /50 = 400

4 16 2
. 4 16 o . z4-16 __ . T (1_”7) o . T o
hrn:):ﬁlJr \/ - \/hrnxﬁl+ 22—1 hn’lav%l+ 2 1_1 - hrnaﬁ%l+ 1—Ly —
z3( 952) ( 12)

r2—

Este ultimo limite no existe, porque la funcién no existe desde uno por la derecha
hasta 2. No es posible «acercarse» a 1 por la derecha porque la funcién no existe en ese

intervalo.
Hay, por tanto, otra asintota vertical en z = 1.

Asintotas oblicuas: Si existen asintotas oblicuas,tienen la forma

y=mzx—+b
y se pueden calcular asi:
Si v = —
z4-16
2 416
m = lim &: lim ° = lim - T = -1,
T——00 T T——00 x4 — 2
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T—r—00 T—r—00

z%—-16 2
4 _1 =16 _ ..
b= lim (f(z)—mz)= lim ( M+;p): lim &=L~ _

z*—16—z* 422
. r2—1 1
b= lim = =0.

T——00 IQ(IQ—;—S) o0 — (—OO)
P ) ¢

En consecuencia, existe una primera asintotas oblicua que es

Yy = —2.

Six — oo, el calculo es similar al anterior, y se tiene que

T—00 I T—$00 T sy 4

T—00 T—00

4
] 216 _ .2
b= lim (f(z) — mz) = lim ( M—x) = lim 2L

Existe, entonces, una segunda asintota oblicua que es

y=x

Se puede acceder alos graficos que corresponden a los calculos anteriores, si se utiliza
el enlace siguiente desde el formato digital de este informe.
https://youtu.be/chMvvvaCjZs
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Funcion
1
(x*=13.8°
o) =~
0 =1 )
Namero
® a=138
® b=155
Punto
® A=(162916663.72, 162
#® B = (-162916665.72, 16
® C=(1.24,26.94)

-~

Entrada:

Figura 38: Funcidn irracional con asintotas verticales y oblicuas.

A partir de la grafica elaborada, se puede concluir que el rango de la funcioén es:

Rng(f) = (0,00)

Si se quisiera interactuar dindimicamente con los diferentes elementos de la grafica de

la funcion que se esta estudiando, se puede usar, desde el formato digital del informe, el

enlace siguiente:
https://www.geogebra.org/m/QrDCBhTq

a=16
| *

b=1 Numero a
- e

Figura 39: Funcidn irracional con asintotas verticales y oblicuas.
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4.6 Funciones trascendentes

Un ntimero transcendente es un nimero que no es algebraico, es decir, no es soluciéon
de ninguna ecuacién polinémica con coeficientes racionales.

Una clasificacién mas precisa de la que se estudia en bachillerato de los nimeros
reales, es ésta:

Racionales i, -5, _721,
Reales . Algebraicos V2, /=33, @,
Irracionales

Trascendentes m,e, 2\5,

La demostracién de si un namero es trascendente o no, no es nada trivial.

Asi como un nimero transcendente "no es algebraico”, una funcién transcendente
también es "no algebraica”. Mas formalmente, una funcién transcendente es una funcién
que no se puede construir con un ndmero finito de pasos a partir de las funciones algebrai-

cas y sus inversas,por ejemplo la funciénf (z) = sen(z)*°.

4.6.1 Funcién exponencial

Como ya se expuso en 3.7.15, 1a funcion exponencial, en su forma mas general se define

fl)=ka*, a>0,a#1, keR

Las restricciones a > 0y a # 1 tienen una clara razén de ser!!:

Si a = 1 estariamos ante el caso, en realidad, de una funcidn costante. Si a < 0, el
conjunto de puntos en el plano a los que podriamos llamar «huecos» o puntos de disconti-

nuidad, seria infinito. Careceria de sentido y de interés. Por ejemplo, si a = —2, no existiria
la funcién en x = %, %, %, etc.

La funcién exponencial «natural» es aquellaenlaque k =1ya =e:

f(z) =€,
en donde
ERPAING SOSIPE B S 1 1
e—xl_glo —|—n = —1—2!—1—3!—1—4!—1— .............. +(n—1)! n!,n—>oo

Las funciones exponenciales describen fendmenos de crecimiento y decrecimiento co-
mo, por ejemplo, el crecimiento de las poblaciones, el de la masa arbérea de un bosque, la
desintegracion radiactiva, etc.

©para  precisar la nocién de numero y funcién trascendentes se puede consultar
http://www.matmor.unam.mx/~euba/irra.pdf.
1ge puede encontrar un estudio muy detallado de la funcién exponencial en:[6, 10, 7, 12, 13, 4].

64


http://www.matmor.unam.mx/~euba/irra.pdf

En la grafica siguiente se muestran los diferentes tipos de funciones exponenciales
que se pueden presentar. Si se quisiera una explicacién dindmica de estos diferentes tipos

de funciones, se deberia acudir al enlace siguiente, desde el formato digital de este informe:

https://youtu.be/Gf]j2yipCnk

Figura 40: Funcién exponencial.

Se podria interactuar dindmicamente con los diferentes tipos de funcién exponencial
expuestos en la figura anterior y en la siguiente, utilizando este enlace:
https://www.geogebra.org/m/GR3reKCC

L

Mueve lentamgnte deslizadores y estudia
el comporta ien’to de a funcién
-3
() .

Figura 41: Tipos de funcidn exponencial.
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4.6.2 Funcién logaritmica

Como ya se expuso en 3.7.18, la funcion logaritmica se define asi:
Se dice que lg,z = y & a¥ = z,endondea # 1, a > 0, x > 0, es decir, que no
existe el logaritmo de cero ni de nimeros negativos. El Dominio de la funcion logaritmica

es el conjunto ]RJF, y se escribe
f(z) = lgax

Ejemplos:

Sia =2, f(8) = 3,0lo que es lo mismo, [g28 = 3, ya que 23 = 8.

Sia= %, f(9) = —2, 0lo que equivale a escribir que lg19 = —2, porque (%)_2: 32=9.
3

Se puede acceder a una explicacién animada de la representacion grafica de esta fun-
cion utilizando el enlace siguiente (formato digital):
https://youtu.be/BAu_qZe3pbc

® . .
b=2 h(x) |=| — log, (x)
® ! ' f(x) A8, 5(x)

g(x) = log.(x)

Figura 42: Diferentes formas de la funcién logaritmica.
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Si se quisiera interactuar con la figura siguiente, que corresponde a la funcién logarit-
mica, se deberia utilizar este enlace (formato digital):
https://www.geogebra.org/m/rWcAbptD

2 h(x) |= — log, (x)

f(x)| = logs (%)

&(x) = log.(x)

p(x) = 2.6"

£

Figura 43: Grafica de la funcién logaritmica.

A partir de las graficas estudiadas, es facil determinar el dominio y el rango de la fun-

cion logaritmica:

Dom(f) = (0, 00)

Rang(f) = (—00,0)

4.6.3 Funciones trigonométricas

Razones trigonométricas y funciones trigopnométricas. Las razones trigonométricas se de-
finen como la relacién que existe entre los tres segmentos que forman un triangulo rec-
tangulo. Pero mas precisamente , dependen de las coordenadas de un punto del plano,

segun lo que se detalla en el siguiente grafico!?:

2para mas detalles, consultar [2], pag. 429-434.
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i /2

Figura 44: Razones trigonométricas de un angulo.

Las coordenadas del punto P determinan las razones trigonométricas del angulo «,
que se definen asi:

ordenada  y(B) —h

= = = 4.6.1
sena radio radio J ( )

bci B '
cosa = & cz.'sa = 2 ) = 3 (4.6.2)
radio  radio j

—h
tga = 2% _ T (4.6.3)
cosa i
1 .
CSCO. = = L (464)
senac  —h
1 .
seca = = l (4.6.5)
cosa 14
1 coso 1
ctgoe = — = = — (4.6.6)
tga  senaw  —h

La relacién fundamental entre las razones trigonométricas es sen?a + cos?a = 1. Se

deduce facilmente a partir del teorema de Pitdgoras, segtn el cual, en el grafico anterior, se
tiene:

=Ry
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Es decir que
% i\ 2
GROR
J J

sen’a + cos’a =1

Por lo tanto, se tiene que

Las funciones trigonométricas no se refieren a un angulo. Son un conjunto de pares
ordenados, en donde la primera componente del par es un nimero real, o si se quiere,
el angulo en radianes que corresponden a ese nimero real; la segunda componente es la
razoén o relacion establecida en algunas de las de finiciones anteriores(ecuaciones 4.6.1 a
4.6.6).

4.6.3.1 Funcion seno

Para conseguir una animacion de la figura siguiente, se puede acceder a la construc-
cion detallada de la grafica de la funciéon mediante el correspondiente enlace (formato di-
gital del informe):

https://youtu.be/u5FFwe83QsY

f(x) = senx

b=09
1.81
a: sen(a) = =5 B = (0.85,1.81)

]
Ny (8
5

Figura 45: Grafica de la funcién seno.

Si se quisiera interactuar con la grafica de la funcién seno, se pueden seguir las in-
dicaciones de la figura siguiente y usar el enlace correspondiente (formato digital de este
informe):

https://www.geogebra.org/m/hjPzbbfS
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157
a:sen(a) = 5>

b= 078

B = (-124,-157)

S~

Arrastre e[ punto B a lo largo de la circunferencia
y observe pl valor del angulo, del seno del mismo
y de la grdfica que se origina.

Figura 46: Grafica de la razén y funcién seno.

En la funcién f(x) = senz se cumple que!3 sen(z) = sen(x + 27)[8]**, ya que

sen(z + 2m) = sen(x)cos(2m) + cos(z)sen(2m) = sen(x).1 + cos(x).0 = sen(z).

Por tanto, es una funcidén periddica, de periodo T' = 2, y basta representarla en el periodo
[0,27) , e ir luego copiando ese trozo de grafica a ambos lados de dicho intervalo.

Su dominio es el conjunto R, y es continua en él. Su recorrido o rango es el intervalo
[—1, 1] del conjunto R.

Al ser periddica de periodo 7' = 2, no existe

lim sen(x)
z—+oo

Es una funcién impar, ya que

sen(—x) = sen(0 — x) = sen(0)cos(z) — sen(x)cos(0)

sen(—z) = —sen(z)(1) = —sen(x)

4.6.3.2 Funcién coseno

f(z) = cos(x)

Si se quieren detalles, en forma dindmica, de como se construye la grafica de la fun-
cién coseno, se puede acceder al video correspondiente, desde el formato digital de este
informe, y usando el siguiente enlace:

https://youtu.be/TxWfnyu0YI4

13Se utilizan aqui, y en las siguientes secciones, algunas identidades trigonométricas de la suma de angulos
que conviene tener siempre en cuenta. Por ejemplo: sen(a £b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a), y también
cos(a £ b) = cos(a)cos(b) F sen(a)sen(d).

4Ver pag. 226
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Y si se quisiera interactuar dindmicamente con la grafica de dicha funcién, se podria
usar el correspondiente enlace (formato digital):
https://www.geogebra.org/m/xR5ghRve

-0.98
a: cos(a) = 5
d= -049
a = 119.49°
i=2 B = (—0.98,1.74)

_,,
a
oy

x

Arrastre el punto B a lo largo de la circunferencia
y observe el valor del angulo, del coseno del mismo
y de Ila gréfica que se origina.

-4

Figura 47: Grafica de la funcién coseno.

Como
sen(x + g) = sen(x)cos(g) + sen(g)cos(x)

sen(x + g) =0+ l.cos(z)

sen(z + g) = cos(x),

su grafica es como la de la funcién seno, pero desplazada 7 unidades hacia su izquierda.
Es continua en todo su dominio, es decir, en R. Su rango es, como el de la funcién seno,

el conjunto [—1, 1].
Es periddica de periodo T' = 27 y, por tanto, no existe

lim cos(z)
T—rFo0

Como
cos(—x) = cos(0 — z) = cos(0)cos(z) + sen(0)sen(x)

cos(—x) = cos(x),

la funcidn coseno es una funcion par.
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4.6.3.3 Funcién tangente

La funcién tangente se escribe

f(x) = tag(x),

que es equivalente a
sen(x)

f(z) = tag(x) =

cos(x)

Si se quieren detalles, en forma dindmica, de cémo se construye la grafica de la fun-
cion tangente, se puede acceder al video correspondiente, desde el formato digital de este
informe, y usando el siguiente enlace:

https://youtu.be/ylAKOej2zeo

Y si se quisiera interactuar dindmicamente con la grafica de dicha funcidn, se podria
usar el correspondiente enlace (formato digital):

https://www.geogebra.org/m/UGAFnGAq

o = 286.39°

D = (5/—34)

0 i 2 m 3m/2 a1 5m/2

Figura 48: Grafica de la funcion tangente..

sen(x)
cos(x)

forma x;, = § + k7, siendo k cualquier entero, k& € Z. Su dominio es R-{x}} , y es continua

Al ser tag(z) =

, no esta definida en cos(z) = 0, es decir, en los valores de la

en él.
El recorrido de la funcién tangente es el conjunto R.
Las rectas z = § + k7 son asintotas verticales.
Su periodo es T' = 7, ya que
sen(z+m)  se(z)cos(m) + sen(m)cos(x)  —sen(x)

tag(w +m) = cos(x + ) - cos(z)cos(m) — sen(z)sen(m) - —cos(x) = tag(x).
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Es una funcién impar, ya quetag(—x) = —tag(x)[8]".

4.6.3.4 Las funciones secantey cosecante

La funcion secante se escribe

f() = sec(x)

que se define como reciproca de la funcién coseno

1
cos(x)

f() = sec(x) =

Se muestra a continuacién su grafica. Se puede acceder a una animacion de la misma
mediante el siguiente enlace (formato digital).

https://youtu.be/eRrfOwkbgKc

Y se puede interactuar con ella (formato digital):

https://www.geogebra.org/m/pGDeFS3f

a:sec(n) =
o = 324.81°

=3

B = (2.45/-1.73)

3m2 2m smy2

=(2.45,\1.73)

Figura 49: Gréfica de la funcion secante.

La funcidn cosecante se escribe

f(x) = cosec(x)

15Ver pag 226.
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que se define como reciproca de la funcién seno

1
sen(x)

f(x) = cosec(x) =

Se muestra a continuacién su grafica. Se puede acceder a una animacién de la misma
mediante el siguiente enlace (formato digital).

https://youtu.be/6_v51uN7ZLI

Y se puede interactuar con ella, desde el formato digital de este informe:

https://www.geogebra.org/m/rk2ZFWMbm

f(x) = |cosec(x)

3mj2 2n sm/2 3m

£ (1.77, -2.42)

Figura 50: Gréafica de la funcion cosecante.

Las propiedades de las funciones secante y cosecante se pueden deducir a partir de

las funciones coseno y seno, puesto que

1
sec(x) = cos(x)

1
cosec(x) = sen(@)

La funcién secante no estd definida cuando cos(xz) = 0, es decir, en los valores de la

forma zj, = (gkgl)ﬂ

es continua en él.

, siendo k cualquier niimero entero, k£ € Z. Su dominioes R — {z} y

De forma analoga, la funcidn cosecante no esta definida cuando sen(z) = 0, es decir,
en los valores de la forma x;, = km, siendo k cualquier nimero entero, k£ € Z. Su dominio

es R — {zy} y es continua en él.
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El recorrido o rango de ambas funciones es R — (—1,1).
Su periodo es T' = 27.

La cosecante presenta asintotas verticales en las rectas x = k7, con k € Z. La secante

presenta asintotas verticales en las rectas de la forma z = (ngl)” ,con k € Z. La funcién
cosecante es impar, es decir, cosec(—z) = —cosec(x), como la funcién seno, y la secante,
par,es decir,sec(x) = sec(—x),como la funcién coseno[8]°.
4.6.3.5 Funcién cotangente

La funcién cotangente se escribe

f(x) = cotg(x)
equivalente a
1 cos(x)

J(w) = cotg(x) = tag(x) - sen(x)

Se muestra a continuacion su grafica. Se puede acceder a una animacién de la misma
mediante el siguiente enlace (formato digital).

https://youtu.be/PSR6Iw9-1rQ

Y se puede interactuar con ella, desde el formato digital de este informe:

https://www.geogebra.org/m/DRxGD6sB

flx) = cotag(xr) =

Figura 51: Grafica de la funcién cotangente.

Las propiedades de la funcidn cotangente se deducen de las de la funcién tangente, ya

que cotg(zx) = t(zgl(:r) = scgi((i))

16Ver pag. 227.
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No estd definida cuando tag(z) = 0, es decir, en los valores de la forma x;, = km,
siendo k cualquier niimero entero. Su dominio es, por tanto, R — {z;} y es continua en
é1[8]’.

El recorrido de la funcién cotangente es R.

Su periodoes T = 7.

Las rectas x = km, con k € Z son asintotas verticales.

Es una funcién impar igual que la tangente, es decir,

1 cos(—x) cos(x) cos(x)

= = =— = —cotg(x).

cotg(—x) = tag(—z)  sen(—z)  —sen(z) sen(z)

4.7 Derivada de una funciéon

El 4rea de las matematicas que se llama calculo diferencial, nace del interés por en-
contrar la tangente a la curva o grafica que representa a una funcion f.
El calculo integral, sin embargo, se ocupa de calcular el area bajo la grafica de una

funcion.

Enlafigura que sigue se presenta el problema principal del calculo diferencial. Se trata
de encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva g(x) en un punto cualquiera. En el

punto A = (—1,5) existe una recta tangente a la curva g, que tiene por ecuaciony = 2z +7.

g

A=(-1,5)

41 f(x) =6 —%x"

E:y=2x+7T

-5 -q/ -3 / -2 ] o 1 2 \ 3 ) 5

Figura 52: Recta tangente a una curva.

El problema de encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva g(z) en el punto
A, o en cualquier otro punto, se reduce al calculo de la pendiente de la recta tangente a la
curva en ese punto. La pendiente de la recta tangente en A es la pendiente de la curva en el
mismo punto. El problema original y fundamental, pues, del calculo diferencial consiste en
calcular la pendiente de una curva en cada uno de sus puntos. ;Cémo hacerlo?

YVer pag. 227.
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4.7.1 Razén de cambio y pendientes de rectas secantes

La variacion, el cambio o incremento que experimenta la variable independiente x se
suele representar por Az. Si el punto B de la curva tiene por coordenadas B(a, f(a)), y el
punto A tiene por coordenadas A(a + h, f(a + h)), se tiene que (ver figura 5.1.1):

Arx=z(A)—xz(B)=(a+h)—a=h (4.7.1)

Ay =y(A) —y(B) = fla+h) = f(a). (4.7.2)

La raz6n de cambio que experimenta la funcién f, cuando pasa del punto B al punto
A, se define asi:

Si la variable independiente toma cualquier valor z y el cambio que experimenta es
Ax = h,laraz6n de cambio entre dos puntos cualesquiera es:

o lo que es lo mismo
Ay _ [+ Ar)— f(2)
Ax Ax

Esta razoén es en realidad la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos A

(4.7.3)

y B, o la pendiente de la recta secante a la curva que pasa por dos puntos de coordenadas
(z,f(2))y (z + Az, f(z + Ax)).

Se puede acceder a una animacién de este concepto, si se usa el enlace siguiente (for-
mato digital del informe):

https://youtu.be/GIVAnfOCl6g

m; = 1.14

20

Ay = 15.15

A =(8.93,20.95)

Ax = 13.32

Razén — de — cambio =

r = 1.14

E=(8.93,5.8)

Figura 53: Razdn de cambio.
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Y se puede interactuar con la grafica y comprobar las modificaciones de la razén de
cambio de una funcidn, si se hace uso del enlace siguiente:
https://www.geogebra.org/m/du5X6frj

Ay = 13.98

m, =236

Ax = 5.93

A= (7.68,15.74)

Razdn — de — cambio =

r =236

Mueva los puntos Ay Ba o largo de la curva
y observe qué sucede con la razén de cambio.
Saque sus propias conclusiones.

1= 236

E=(7.68,1.77)

-25 -20 -15 -10 -5 v 5 10 15 20

Figura 54: Razén de cambio y secante a una curva.

4.7.2 Derivada de una funcién en un punto

A partir de cualquiera de las expresiones (4.7.1), (4.7.2) o (4.7.3), se puede deducir el
concepto de derivada de la funcién en un punto. La derivada de una funcion se consigue
cuando en dichas expresiones se hace tender a cero el incremento de x (Az — 0), o lo que
es lomismo h — 0. Una vez que se encuentran establecidos claramente los significados de
las expresiones anteriores mencionadas, se dan las condiciones para enunciar el concepto
de derivada, que es, en realidad, un limite especial, con una indeterminacion de la forma 8.

La derivada de una funcién f en un punto de coordenadas (a, f(a)), cuando el incre-

mento de x tiende a cero, es decir, Az — 0, o lo que es lo mismo, h — 0, se define asi:

) = jim L0+ 1) = S0
o también A

Cuando h — 0, entonces f(a + h) — f(a). Si esto sucede, la expresion (4.7.3), que
permitia calcular la pendiente de la recta secante, permite calcular ahora, cuando & — 0,
la pendiente de la recta tangente a la curva f(z), en el punto de coordenadas (a, f(a)).Sila

pendiente de la tangente a la curva en ese punto se representa por mg,g, se puede escribir
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que

fla+h) = fa)

Mtag = f/(a) - }ILILI}) h (4.7.4)
Si en la expresion(4.7.4),cambiamos a por z, se obtiene:
1oy i d (& h) — f(2)
fiz) = }lll_r% Y : (4.7.5)

Esta nueva funcién, f’(z), se llama funcién derivada; y permite calcular la pendiente

de la recta tangente a la curva en cualquier punto.

Ejemplo 1. Sise considerala funciénf(z) = 22 — 2, y se pide la derivada de esa funcién

enx = 1,se tiene que

/ IR T f(1+h)—f(1)
f1(1) = lim ;
iy e (LR =2) (12 =2) . 1+2h+h”—2+1
f(l)—hl_r)r%) h _;IZIL% ;
h(2+h
f’(l)—flLigB(;)—g}J(Hh)_Q

Asi que la derivada de f enx = 1 es 2, es decir, la pendiente de la recta tangente a la
curva en ese punto es m = 2. Por lo tanto, la ecuacién de la tangente en ese punto es

y—f(1)=2(z—1)

y=2r—3

Se puede ver este resultado en la figura siguiente:

A=(1L-1)

Figura 55: La derivada en un punto es la pendiente de la tangente en ese punto.
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Ejemplo 2: Se quiere calcular la derivada de la funcién f () = o3 —22 422 —4. Entonces:

['(@) = lim

fle+h) - f(z)
h

vy (+h)P—(x+h)?+2@+h)—4)— (23 — 2%+ 22— 4)
fiz) = lim N

, 234+ 322h +3zh? + b —2? —2xh —h? + 22 +2h —4 — 23 + 2% — 22 + 4
f(:c):}lllrr}) -
-

2 2_2 _ 2)
) :}llin}) h(3x —|—3mh+Z r—h+2)
_>

f’(m):’lzi_r>r})(3x2+3xh+h2—2x—h+2)

f'(z) = 32% — 22 + 2.

En este ejemplo se ha calculado la funcién derivada de f(x). Este resultado permite
calcular la pendiente en cualquier punto de la curva y la ecuacion de la recta tangente. Si,

por ejemplo, se pidiera la recta tangente en z = 0, se tendria que

mmg = f/(O) =2

y la recta tangente en ese punto seria

y— f(0) =2(z-0)

es decir

y=2x—4
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Estos resultados, de forma animada, se pueden comprobar haciendo uso del siguiente
enlace (formato digital del informe):
https://youtu.be/eScctwd5APQ

g y=2x-4

i) = xF12x 4

Figura 56: Funcién derivada y recta tangente.

4.7.3 Interpretacion geométrica de la derivada

Se dice que la funciénf es derivable en a si existe el limj, ¢ w, es decir, si
limy,_,g w es un numero real. Este nimero se denomina derivada de f en a y se
designa por f’(a). Se dice que f es derivable, si f es derivable en a para todo a del dominio
de f.

Una forma diferente de expresar el mismo concepto es la siguiente[11]'8:

Sisellamaa

at+h=x
entonces
h=z-—a

ysih — O entoncesz — a

Por tanto, otra forma de escribir la derivada de f en q, es decir, f'(a), es

Fla) -t PO @) F )~ fa)

h—0 h T—a Tr—a

18Ver pag. 244.
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Rectas secantes a una curva:

Si se considera la siguiente figura, desde el punto de vista geométrico, para cada valor
de h # 0, el numero w
P(a, f(a))y H(a + h, f(a+ h)).

Cuando h — 0, H se acerca a P. De tal manera que la secante se convierte en tangente

mide la pendiente de la recta secante que une los puntos

al llegar al limite.

Figura 57: Secantes a una curva.

En el video al cual se puede acceder desde el enlace que consta en el formato digital
de este informe, se presenta una interpretacién geométrica clasica de la derivada de una
funcién, con algunas precisiones hechas de forma dinamica. El video pretende explicar por
qué la tangente a una curva en un punto es precisamente la derivada en ese punto y, ade-
mas, como la tangente se puede interpretar como una secante cuyos dos puntos de corte
se acercan tanto que, en el limite, coinciden.

https://youtu.be/D1mFyWxrdyg
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Se puede, asi mismo, interactuar con la grafica que se presenta a continuacién, me-
diante el enlace siguiente (formato digital del informe), y observar qué sucede al poner en
movimiento los diversos elementos de la misma.

https://www.geogebra.org/m/dN3QsDVz

G =0,11.58) gy=6.5x-2.23

10
Fle(A) + Az) — [}

DERIVADAENA = lim
Ar—l) Ar

8

DERIVADA = 1.49

piy=149f+13

Figura 58: Interpretacién geométrica de la derivada.

4.8 Implementacién

El libro electrénico denominado Graficas Animadas y Animaciones Interactivas para
el Estudio de funciones Matematicas Elementales, que se presenta como «producto final»
de este trabajo de investigacion y desarrollo, y sobre el cual trata el presente informe, se
ha entregado, obviamente en formato digital, a todos los docentes encuestados. Esto ha
permitido que sea analizado con el detenimiento y la dedicacidn convenientes.

Dicho libro electrénico contiene mds de 50 enlaces a diferentes sitios de internet. Me-
diante dichos enlaces, se pueden conseguir mas de 7 horas de videos explicativos con grafi-
cas animadas, las cuales, en la mayoria de los casos, han sido realizadas gracias al software
de «Geogebra», y grabadas con la aplicacion Screenflow, en la mayoria de los casos, y con
Quicktime, en otros.

Los docentes pueden libremente utilizar para si, para su propio aprendizaje o para las
explicaciones que dirigen a sus estudiantes, el libro electrénico que se ha puesto a su dis-

posicién. Disponen asi de una ayuda didactica adicional a las que seguramente ya utilizan.
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Capitulo 5

Evaluacion y resultados

La situacién ideal para poder establecer la validez del libro electrénico, como ayuda
o herramienta didactica en la ensefianza de las matematicas, especialmente en la tematica

relativa a las graficas de las funciones matematicas elementales, seria la siguiente:

1. Establecer dos aulas que sigan cursos paralelos durante todo un afio lectivo y que en
su programa de estudios consideren esta tematica de graficar funciones matematicas

elementales.

2. En una de ella, a la cual se la podria denominar «grupo de control», durante el desa-
rrollo de esta tematica, nunca se utilizarian aplicaciones de sofware especializado en

el desarrollo de los contenidos que nos ocupan.

3. Enla otra, sin embargo, se podria utilizar, como herramienta didactica, el libro elec-
trénico del que se esta presentando este informe y estudiar los mismos contenidos

que los estudiantes de la otra aula.

4. Finalmente, al terminar el afio lectivo, o al finalizar el estudio de este bloque tema-
tico, que exigiria al menos seis meses de dedicacion, se podrian aplicar evaluaciones

similares a ambos grupos, y comparar los resultados de las mismas.

Evidentemente esto no es posible. Nadie va a prescindir, si dispone de los equipos necesa-
rios, del uso cada vez mas generalizado de las TIC, y nadie, ningtin docente, ningtin centro
educativo, pueden permitir esa especie de experimento pedagogico, solamente para veri-
ficar la validez de esta sencilla ayuda didactica que se quiere evaluar. Los estudiantes con
los que no se permitieran usar aplicaciones informaticas para el estudio de estos temas,
estarfan sometidos a un agravio comparativo inaceptable.

Asipues, se debe buscar y encontrar una forma menos complicada, aunque no sea tan
confiable, para establecer la validez del recurso didactico del que se estd informando. Se
trata simplemente de requerir y tener en cuenta la experiencia y el buen criterio de los
docentes que llevan afios tratando de desarrollar estos conceptos, en los cursos de bachi-

llerato y de Educacion Basica Superior.Y eso es precisamente lo que se ha hecho.

5.1 Evaluacion después de la revision del libro electrénico

Supuesto ya el hecho de que los docentes conocen el libro electrdénico, suponiendo
ademads que lo han estudiado con dedicacion, al menos alguno de sus capitulos, se les ha
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solicitado responder a la encuesta que consta en el cuadro del Apéndice B,con seis pregun-
tas sobre la validez y utlidad de esta ayuda didactica.

5.2 Resultados que predicen los docentes después de usar el libro electré -
nico
Los resultados de esta segunda encuesta,después de la revision y estudio del libro

electronico,constan en el cuadro siguiente:

Encuesta aplicada a profesores de matematicas de bachillerato.
Resultados de la encuesta aplicada a docentes de matematicas, después de la
utilizacion del libro electrénico, segun la ficha que consta en el Apéndice B.
Téngase en cuenta que cada pregunta puede ser respondida con cuatro opciones:
1(equivalente a nada); 2, en alguna medida; 3, bastante y 4, mucho.

Preguntas 1 2 3 4
1. ;Los videos e interacciones con graficas animadas 0 0 0 19
relativas a las funciones polinémicas hasta de cuarto
grado, mejoran los graficos de los libros de texto o los
graficos que se elaborar sobre el papel o el pizarrén?
2. ;Cree usted que los videos en los que se explican los 0 0 16 3
diferentes tipos de asintotas de funciones racionales,
ayudaran a entender el concepto de asintota y de rama
asintotica?

3. ;Estan suficientemente claras las explicaciones 0 0 15 4
animadas de las funciones trigonométricas, a las que se
puede acceder desde el libro electrénico?

4. ;Cree usted que las animaciones con las que se explica 0 0 15 4
el concepto de limite de una funcidn, pueden contribuir a
un mejor entendimiento, por parte de los estudiantes, de
ese importante concepto?

5. ;Le parece a usted clara y precisa la animacién que se 0 0 16 3
presenta en el libro electrénico, sobre la clasica
interpretacion geométrica de la derivada?

6. ;Globalmente considerado, le parece a usted que el 0 0 14 5
libro electrénico «Graficas Animadas e Interactivas de las
Funciones Matematicas Elementales» puede ser util,
eficaz y recomendable como material didactico de apoyo
en el estudio de funciones matematicas elementales?

Tabla 3: Resultados de la encuesta después de la utilizacién del libro electrénico.
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5.2.1 Resumen de los resultados que predicen los docentes después de
evaluar el libro electrénico

A partir de la observacidn del cuadro anterior, se pueden predecir, segtiin los docentes
consultados, bastantes resultados positivos.

Estos se exponen porcentualmente en el cuadro que sigue.

N2 de Valoracioén de la utilidad y rigor cientifico del Porcentaje
pregunta libro
Nada 0%
1 En alguna medida 0%
Bastante 0%
Mucho 100%
Nada 0%
) En alguna medida 0%
Bastante 84,21%
Mucho 15,78%
Nada 0%
3 En alguna medida 0%
Bastante 78,94
Mucho 21,05%
Nada 0%
4 En alguna medida 0%
Bastante 78,94%
Mucho 21,05%
Nada 0%
5 En alguna medida 0%
Bastante 84,21%
Mucho 15,78%
Nada 0%
6 En alguna medida 0%
Bastante 73,68%
Mucho 26,31%

Tabla 4: Resumen de los resultados después de evaluar el libro electréonico

De los porcetajes obtenidos en el cuadro anterior, se pueden destacar los resultados
siguientes. Se hacen constar también algunas observaciones y recomendaciones que los

docentes de matematicas hacen al libro electrénico y a su autor:

1. Todos los docentes consultados, (100%), consideran que las graficas animadas que
se proponen en el libro electrénico, mejoran mucho las que se pueden estudiar y «vi-
sualizar» en los libros de texto de uso comun en los centros educativos de los niveles
de educacion basica superior y de bachillerato.

2. Consideran los docentes que la comprensién de los conceptos de asintota y de rama
asintotica de una funcién puede mejorar bastante (84,21%) o mucho (15,78%), si se
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10.

utilizara, durante el desarrollo y la explicacién de esta tematica, el libro electrénico

que se propone como ayuda didactica.

. La gran mayoria de los docentes consultados, (78,94%), considera que las funciones

trigonomeétricas se presentan, en forma animada, con claridad suficiente como para
mejorar de forma considerable la comprension y el significado de las mismas.

Sobre el concepto mas importante explicado en el libro, el de limite de una funcién
en un punto, el 78,94% de los docentes afirma que la forma animada de presentarlo,
con seguridad mejoraria bastante la comprensién del mismo. Incluso, una parte de

los docentes, el 21,05%, estima que la mejora seria muy significativa.

El segundo concepto mas importante que se presenta de forma animada y que es el
concepto de derivada de una funcién en un punto, merece de parte de los docentes
parecidas apreciaciones: el 84,21% considera que mejoraria bastante la compren-
sioén de dicho concepto; el 15,78%, incluso, predice que la comprension del mismo,
seria mejorada sustancialmente.

La dltima apreciacién de los docentes es sobre la validez y utilidad didactica del con-
junto de esta ayuda didactica que se presenta con el libro electrénico sobre el que
trata este informe. Todos predicen como bastante o muy util (73,68% y 26,31% res-
pectivamente) la utilizacion de este libro, especialmente dedicado a presentar de for-
ma animada las clasicas graficas de las funciones matematicas elementales.

Varios docentes recomiendan al autor del libro electrénico, la elaboracion de nuevos
materiales didacticos de este estilo, para mejorar la didactica de las matematicas.
Especificamente, uno de ellos solicita que se presente de forma animada también el
concepto de integral definida y la relacidn de este concepto con el calculo de areas

contenidas entre los ejes coordenados y las graficas de las funciones que se estudian.

Segun el decir de algunos docentes, la duraciéon de los videos, en los cuales se pre-
sentan animaciones de las graficas de las funciones estudiadas, es excesiva; y pueden
resultar, por ello, relativamente inconvenientes desde el punto de vista pedagogico,
aunque los contenidos de los mismos estén bien estructurados y elaborados.

Una de las unidades tematicas importantes en el pénsum de estudio de bachillerato
esladela Secciones Cénicas. Varios docentes recomiendan también que se presenten
también los contenidos correspondientes a esa tematica, de forma animada e inter-
activa.

Segun los encuestados, todavia hay maestros que se resisten al uso de las nuevas
tecnologias, y de una manera especial, los profesores de matematicas. Otra de las
recomendaciones que los docentes encuestados hacen es la de incentivar a todos los
docentes, especialmente a los de matematicas, para que utilice sofware especialmen-
te disefiado para el aprendizaje de esta ciencia.
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11. Se deberia procurar que el sofware que se utilice, permita al estudiante la interaccién

y la animacién de las graficas que representan funciones.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1 Conclusiones

1. En todos los ambitos de la actividad humana se impone, cada vez mas, el uso de las
nuevas tecnologias. De una manera especial, es importante el uso de estos recursos
tecnologicos en la actividad educativa. No se puede pretender que los nifios y jovenes
delas escuelas y colegios se eduquen segiin métodos y esquemas de un mundo que ya
no existe. No se puede predecir como va a ser exactamente ese mundo en el que van
a vivir los actuales estudiantes. Pero al menos se puede afirmar que ese mundo de
un futuro inmediato, va a tener un protagonista fundamental: las nuevas tecnologias

de la informacién y de la comunicacién.

2. Se debe exigir insistentemente un cambio de mentalidad dentro del magisterio, den-
tro del colectivo de los docentes: el uso de las nuevas tecnologias no puede ni debe
ser considerado como una moda, ni siquiera como una simple innovacién curricular;
es una cuestion de importancia radical. Quien no utilice las nuevas tecnologias en to-
da la actividad educativa quedara desacreditado, obsoleto, inttil, sin posibilidad de
acceder a la informacion que se encuentra a la distancia de un «clic».

3. Si el uso de las nuevas tecnolgias es importante en todas las areas del sistema edu-
cativo, en el area de las ciencias positivas y en las matematicas de manera especial,
lo es aun mas. Se hace imprescindible, pues, conseguir que los docentes tengan una

capacitacion permanente en el uso de las nuevas tecnologias.

4. Es frecuente escuchar a docentes, a estudiantes y a padres de familia, que lo impor-
tante en el aprendizaje de las matematicas es la realizaciéon de muchos ejercicios, lo
importante es la practica. El libro electrénico, sin embargo, se ocupa principalmente
de explicar conceptos. La afirmacién sobre la importancia de realizar muchos ejerci-

cios y de que se aprende con la practica, no es muy acertada.

5. Las matematicas son una ciencia eminentemente tedrica. Lo mas importante es en-
tender los conceptos. En el entendimiento de los mismos se deberia centrar la labor
del docente. Los ejercicios sirven para entender los conceptos. Por esa razén, el li-
bro electrénico del que se habla en este informe, se ocupa principalmente de expli-
car conceptos, algunos de ellos, por cierto, los mas importantes de todo el curriculo
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de bachillerato. Se debe pues recomendar insistentemente que los docentes se dedi-
quen, en primer lugar, a que los estudiantes entiendan las definiciones, los teoremas,
los conceptos. De otra forma, la didactica de la matematica se puede convertir en la
ensefianza de un conjunto de «trucos» que algunos se atreven a llamar «destrezas»,

sin serlo verdaderamente.

. Finalmente, se debe afirmar que es recomendable utilizar el libro electrénico, pro-
ducto final de este trabajo de investigacidn y desarrollo, en las clases de matematicas

de bachillerato, destinadas al estudio de las funciones y sus graficas.
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Apéndice A

Ficha de observacién previa al uso de recursos digitales

Ficha de observacion, previa al uso de recursos digitales, en el estudio y analisis
de graficas de las funciones matematicas elementales.

Encuesta aplicada a profesores de matematicas de bachillerato.

Nombre del docente:

Curso y centro educativo en el que explica matematicas:

Téngase en cuenta que cada pregunta puede ser respondida con cuatro
opciones: 1(equivalente a nunca); 2, con frecuencia; 3, casi siempre y 4,
siempre.

Preguntas 1 2 3

1. ;Con qué frecuencia utiliza las TIC en la ensefianza de
las matematicas?

2. ;Utiliza aplicaciones informaticas para la
representacion grafica de funciones elementales?

3. ;(Suele utilizar el software «Geogebra» en la
representacion de funciones polinémicas, racionales,
radicaleso o trascendentes?

4. Con el software que usted usa en la representacion de
funciones, ;consigue animacién de las graficas que se
visualizan?

5. /Pueden sus estudiantes interactuar con las graficas
que usted presenta haciendo uso de software matematico
especializado?

6. ;Como juzga usted el grado de comprensién que los
estudiantes consiguen en la graficacion y calculo de las
asintotas de las funciones elementales?

7. ¢:Explica usted el concepto de limite de una funcién en
un punto utilizando graficas animadas, mediante algin
tipo de software especializado?

8. ;Utiliza usted sofware especializado en el estudio del
concepto de derivada de una funcién y consigue
animacion en la representacion grafica de dicho concepto?

Tabla 5.: Encuesta aplicada antes de la utilizacion del libro electrénico.
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Apéndice B

Fichade observacion después de haber examinado el libro electrénico

Ficha de observacién, después de haber utilizado el libro electrénico «Graficas
animadas e interactivas para el estudio de funciones matematicas elementales»

Encuesta aplicada a profesores de matematicas de bachillerato.

Nombre del docente:

Curso y centro educativo en el que explica matematicas:

Téngase en cuenta que cada pregunta puede ser respondida con cuatro opciones:
1(equivalente a nada); 2, en alguna medida; 3, bastante y 4, mucho.

Preguntas 1 2 3

1. ;Los videos e interacciones con graficas animadas relativas a
las funciones polinémicas hasta de cuarto grado, mejoran los
graficos de los libros de texto o los graficos que se elaborar
sobre el papel o el pizarrén?

2. ;Cree usted que los videos en los que se explican los
diferentes tipos de asintotas de funciones racionales, ayudaran a
entender el concepto de asintota y de rama asintética?

3. ;(Estan suficientemente claras las explicaciones animadas de
las funciones trigonométricas, a las que se puede acceder desde
el libro electrénico?

4. ;Cree usted que las animaciones con las que se explica el
concepto de limite de una funcién, pueden contribuir a un mejor
entendimiento, por parte de los estudiantes, de ese importante
concepto?

5. /Le parece a usted clara y precisa la animacién que se
presenta en el libro electronico, sobre la clasica interpretacion
geométrica de la derivada?

6. ;Globalmente considerado, le parece a usted que el libro
electronico «Graficas Animadas e Interactivas de las Funciones
Matematicas Elementales» puede ser util, eficaz y recomendable
como material didactico de apoyo en el estudio de funciones
matematicas elementales?

Tabla 6.: Encuesta aplicada después de la utilizacion del libro electrénico.
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Resumen final

Desarrollo de Graficas Animadas y Animaciones Interactivas para el Estudio de Funciones

Matematicas Elementales

Miguel Angel Gonzalez Antolin

96 paginas

Proyecto dirigido por Pilar Urrutia Urrutia, Mg.

El producto final de este trabajo de investigacion y desarrrollo, que se titula Desa-
rrollo de Graficas Animadas y Animaciones Interactivas para el Estudio de Funciones Ma-
tematicas Elementales, se propone presentar las graficas que representan funciones, con
movimiento y animaciones interactivas que permitan una mejor comprensién de sus va-
riaciones y caracteristicas.

El pénsum de estudios de bachillerato incluye una importante introduccién al calculo:
concepto de funcién, teoria de limites de funciones reales de variable real, el concepto de
derivada y sus aplicaciones en las ciencias fisicas, en la economia y en las ciencias socia-
les. Generalmente, estos conceptos, especialmente aquellos que exigen una representacion
grafica, no son faciles de entender y suelen presentarse de forma estatica, como si las va-
riaciones que se estudian no fueran tales. La funciones son modelos matematicos de una
realidad siempre cambiante. La quietud no existe.

El uso adecuado de las tecnologias de la informacién y de la comunicacion (TIC) per-
miten otorgar movimiento a las graficas que representan funciones, mejorar el grado de
comprension que el estudiante de bachillerato adquiere de las mismas y su capacidad para
interpretarlas y analizarlas. Sin duda alguna, las TIC, si se utilizan convenientemente, pue-
den constituirse en una ayuda didactica fundamental en el estudio de las variaciones de las

funciones matematicas elementales.

96



	Ficha Técnica .....................................................................................................
	Resumen Ejecutivo...............................................................................................
	Declaración de Originalidad y Responsabilidad......................................................
	Reconocimientos..................................................................................................
	Resumen.............................................................................................................
	Abstract..............................................................................................................
	Lista de Tablas....................................................................................................
	Lista de Figuras...................................................................................................
	CAPÍTULOS
	1 Introducción
	1.1 Presentación del trabajo.
	1.1.1 Descripción del documento


	2 Planteamiento de la propuesta de trabajo 
	2.1 Información técnica básica.
	2.2 Descripción del problema
	2.3 Preguntas básicas
	2.3.1 ¿Cómo aparece el problema que se pretende solucionar?
	2.3.2 ¿Por qué se origina?

	2.4 Formulación de la meta
	2.5 Objetivos
	2.5.1 Objetivo general
	2.5.2 Objetivos específicos

	2.6 Delimitación funcional
	2.6.1 Pregunta 1
	2.6.2 Pregunta 2


	3 Marco Teórico
	3.1 Metodología que proponen actualmente los libros de texto aprobados por el Ministerio de Educación
	3.2 La metodología necesaria
	3.3 El concepto de función
	3.4 Producto cartesiano de conjuntos
	3.5 Relaciones
	3.6 Función real de variable real
	3.6.1 Una primera definición
	3.6.2 Definición formal de función
	3.6.3 Una definición menos formal de función

	3.7 Clasificación de las funciones
	3.7.1 Funciones algebraicas
	3.7.1.1 Funciones explícitas
	3.7.1.2 Funciones implícitas
	3.7.1.3 Funciones polinómicas
	3.7.1.4 Función constante
	3.7.1.5 Funciones lineal, afín e identidad
	3.7.1.6 Función cuadrática o de segundo grado
	3.7.1.7 Funciones polinómicas a trozos
	3.7.1.8 Funciones valor absoluto, parte entera y función signo

	3.7.2 Funciones trascendentes
	3.7.2.1 Función exponencial
	3.7.2.2 Función logarítmica
	3.7.2.3 Funciones trigonométricas


	3.8 El concepto de límite de una función en un punto
	3.9 Definición intuitiva de límite
	3.10 Definición formal de límite
	3.11 Estado del arte

	4 Metodología
	4.1 Análisis
	4.2 Resultados antes de la evaluación del libro electrónico
	4.2.1 Resumen de los resultados

	4.3 Desarrollo y diseño
	4.4 Desarrollo
	4.4.1 Diseño y secuenciación de los contenidos

	4.5 Gráficas animadas de funciones algebraicas
	4.5.1 Funciones polinómicas
	4.5.1.1 Función polinómica de primer grado
	4.5.1.2 La función cuadrática y la parábola

	4.5.2 Funciones polinómicas de grado superior
	4.5.2.1 Diferentes animaciones de la función polinómica de tercer grado
	4.5.2.2 Función polinómica de cuarto grado
	4.5.2.3 Función polinómica de quinto grado

	4.5.3 Funciones racionales
	4.5.3.1 Funciones racionales con asíntotas verticales
	4.5.3.2 Funciones racionales con asíntotas oblicuas

	4.5.4 Funciones radicales

	4.6 Funciones trascendentes
	4.6.1 Función exponencial
	4.6.2 Función logarítmica
	4.6.3 Funciones trigonométricas
	4.6.3.1 Función seno
	4.6.3.2 Función coseno
	4.6.3.3 Función tangente
	4.6.3.4 Las funciones secante y cosecante 
	4.6.3.5 Función cotangente


	4.7 Derivada de una función
	4.7.1 Razón de cambio y pendientes de rectas secantes
	4.7.2 Derivada de una función en un punto
	4.7.3 Interpretación geométrica de la derivada

	4.8 Implementación

	5 Evaluación y resultados
	5.1 Evaluación después de la revisión del libro electrónico
	5.2 Resultados que predicen los docentes después de usar el libro electrónico
	5.2.1 Resumen de los resultados que predicen los docentes después de evaluar el libro electrónico


	6 Conclusiones
	6.1 Conclusiones
	Apéndice A
	Apéndice B

	Referencias



